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Abstract We proposes a new Bayesian MCMC algorithm for dynamic stochas-
tic copula models with dependence parameters as unobserved state variables
and presents the performance of the proposed MCMC algorithm through sim-
ulations. Our MCMC algorithm draws the state variables with an acceptance-
rejection Metropolis-Hastings algorithm using the candidate generating proba-
bility density function obtained by approximating the probability density func-
tion of the observed variables to the normal distribution of the dependence pa-
rameter. As an empirical example, we analyzed the stochastic copula models for
the KOSPI index and the HSCE index (Hang Seng China enterprise index) re-
turns from January 3, 2003 to December 30, 2014 using the proposed algorithm.
The Bayesian inference and model comparison results of the stochastic copula
models of Gaussian copula, Student t-copula, Clayton copula, Frank copula, ro-
tated Gumbel copula, and Plackett copula showed that Student t-copula model
could be selected as the best model. These model comparisons results imply that
even though Gaussian stochastic copula model can capture ’near asymptotic de-
pendence’, there may exist extreme tail dependence that can not be captured by
the Gaussian stochastic copula model.
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확률코퓰러모형에대한베이지언추론

김태형 ∗ 박정민†

Abstract 본 연구는 연관성 파라미터를 미관측 상태변수로 가지는 확률코

퓰러모형에 대한 베이지언 MCMC알고리듬을 제안하고, 시뮬레이션을 통해
본 연구에서 제안한 MCMC알고리듬의 성과를 제시한다. 본 연구의 MCMC
알고리듬은관측치의확률밀도함수를연관성파라미터의정규분포로근사하

여얻어지는후보생성확률밀도함수를이용하는 ARMH알고리듬(acceptance-
rejection Metropolis-Hastings algorithm)으로 상태변수를 사후표본추출 한다.
또한 본 연구에서 제안한 알고리듬을 이용하여 2003년 1월 3일 ˜ 2014년 12
월 30일 기간의 KOSPI지수와 HSCE지수(Hang Seng China enterprise index)
수익률 일간자료에 대한 확률코퓰러모형을 실증분석 하였다. 가우시언코퓰
러, 코퓰러, Clayton코퓰러, Frank코퓰러, 회전Gumbel코퓰러, Plackett코퓰러
의확률코퓰러모형에대한베이지언추정과모형비교결과,코퓰러모형이가
장좋은모형으로선택되는실증분석결과를얻었다.이러한모형비교결과는
가우시언확률코퓰러모형이 ‘near asymptotic dependence’를포착할수있음에
도 가우시언확률코퓰러모형이 포착할 수 없는 극단적인 꼬리 연관성이 남아

있을수있음을의미한다.

Keywords 확률코퓰러모형, 비대칭적 연관성, 꼬리 연관성, MCMC알고리
듬,베이지언모형비교
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1.서론

자산가격 수익률의 시변조건부분산(time-varying conditional variance)과

초과첨도와 함께 자산가격 수익률들간의 연관성(dependence)은 포트폴리오

구성, 리스크 관리, 파생상품가격 결정 등에서 중요한 역할을 한다. 대부분

의 이론 모형에서는 이러한 자산가격 수익률들의 연관성 측도로 다변량정

규분포와 같은 타원분포(elliptical distributions)를 따르는 확률변수들의 선형

연관성 측도인 피어슨 상관계수(Pearson correlation coefficient)가 이용된다.

이러한 선형 연관성 측도를 이용한 자산수익률들 사이의 연관성을 설명하려

는 특성은 기존 많은 다변량GARCH모형(multivariate generalized autoregres-

sive heteroscedasticity models)과 다변량확률변동성모형(multivariate stochas-

tic volatility models)등의실증분석모형에도반영되었다(Bauwens et al. (2006),

Chib et al. (2009)등).

선형 연관성 측도인 상관계수는 강증가선형변환(strictly increasing linear

transform)에대해서는불변(invariant)이지만강증가비선형변환(strictly increas-

ing nonlinear transform)에대해서는불변이아니므로연관성측도로충분하지

못한 측면이 있다(Embrechts et al. (2002)). 특히, 선형 연관성 측도인 상관계

수는정상적인시장상황에서는연관성이크지않은자산들이금융위기가발

생하는경우동반폭락하는특성을보이지만시장호황기에동반상승하지는

않는것과같은비선형,비대칭,꼬리연관성(nonlinear, asymmetric, tail depen-

dence) 등의 특징을 포착하기 어려운 단점이 있다. 이러한 상관계수의 한계

점을 극복하는 방안으로 도입된 것이 코퓰러함수를 이용하는 방법이다(Pat-

ton (2006)).코퓰러함수는개별수익률들의주변분포를결합하여수익률들의

다변량분포를 얻을 수 있는 함수이다. 특히, 적절한 코퓰러함수를 선택하여
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자산가격들의 비대칭적인 연관성과 꼬리 연관성을 포착할 수 있다는 장점을

가지고있다.또한,수익률들의다변량분포를직접모형화하지않고서로다른

확률적 특성을 보이는 개별 수익률 분포를 코퓰러함수를 이용하여 결합하는

방법으로수익률들의다변량분포를모형화할수있다는점은다양한자산들

로구성된효율적인포트폴리오구성과리스크관리,기초자산이복수인파생

상품가격결정등에매우유용할수있다.

자산수익률들의선형연관성측도인상관계수가시변하는특성을보일뿐

만아니라 비대칭적이라는 특성은 기존의 실증분석을 통하여 잘 알려진 사실

이다(Longin et al. (1995), Ang and Bekaert (2002), Ang and Chen (2002), Engle

(2002), Tse and Tsui (2002), Pelletier (2006), Hong et al. (2007)등).이와같은

시변 연관성을 포착하기 위하여 비선형·비대칭 및 꼬리 연관성을 포착할 수

있는코퓰러함수의연관성파라미터또한시변하는다양한조건부동태코퓰러

모형들(conditional dynamic copula models)이도입되었다.대표적인시변코퓰

러모형으로는 Patton (2006)의 Copula-GARCH모형과 Creal et al. (2011, 2013)

의 GAS모형(generalized autoregressive score models)이있다. Patton (2006)의

Copula-GARCH모형에서는연관성파라미터의동태방정식이GARCH모형과

같이전기의연관성파라미터와수익률들의확정함수(determinstic function)로

설정되므로모형추정이비교적쉽다는장점이있다. Creal et al. (2011, 2013)

의 GAS모형에서는 파라미터의 동태방정식이 전기의 연관성 파라미터와 전

기우도함수의스코어의확정함수이다. Engle (2002)와 Tse and Tsui (2002)의

DCC모형(dynamic conditional correlation models)또한이와유사한조건부코

퓰러모형으로볼수있다. Heinen and Valdesogo (2009)는 Kendall의순위상관

계수(Kendall’s rank correlation coefficient)와 연관성 파라미터의 함수관계를

이용하여 DCC모형을조건부코퓰러모형의연관성파라미터의동태방정식으
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로이용하였다.

Hafner and Manner (2012)는 확률변동성모형과 유사하게 연관성 파라미

터가미관측상태변수(latent state variables)인확률코퓰러모형을제안하였다.

확률코퓰러모형에서는연관성파라미터가미관측상태변수이므로모형추정

을 위해 상태변수를 적분 소거하여 우도함수를 구해야 한다. 이와 같은 특징

은 확률변동성모형에서와 동일하지만, 확률코퓰러모형은 확률변동성모형보

다비선형성과비정규성이복잡한비선형비정규상태공간모형(nonlinear non-

gaussian state space models)이므로 모형 추정이 더 어렵다. 확률코퓰러모형

의경우,비선형성과비정규성이강하기때문에확률변동성모형추정에이용

된 Durbin and Koopman (1997), Jungbacker and Koopman (2009)의 선형상태

공간모형으로의 근사와 칼만필터(Kalman filter)를 이용한 SML추정법(simu-

lated maximum likelihood estimation method)을 이용하기 어렵다. Hafner and

Manner (2012)는 Liesenfeld and Richard (2003), Richard and Zhang (2007)의

EIS(efficient importance sampling)을 이용한 SML추정법을 이용하여 확률코

퓰러모형을 추정하였다. Almeida and Czado (2012)는 Liu and Sabatti (2000)

의 MGMC알고리듬(multi-grid Monte Carlo algorithm)을 이용하여 확률코퓰

러모형에 대한 베이지언 추론 알고리듬을 제시하였다. 확률코퓰러모형의 비

선형성과 비정규성이 강하므로 상태변수를 한꺼번에 사후표본추출 할 수 없

다.따라서상태변수를한번에하나씩표본추출하는방법을이용할수밖에없

다. Almeida and Czado (2012)은상태변수의사전확률확률밀도함수를후보생

성확률밀도함수(proposal density or candidate generation density)로 이용하는

MH알고리듬(Metropolis-Hastings algorithm)으로 생성한 상태변수 사후표본

을 Liu and Sabatti (2000)의 MGMC알고리듬으로 변환하는 방법으로 사후표

본추출의 효율성을 높이고자 하였다. 그러나 1단계 MH알고리듬에서 관측치
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의정보를이용하지않고상태변수의전이확률밀도함수의정보만을이용하는

후보생성확률밀도함수를 이용하므로 사후표본추출의 효율성을 높이는 데는

한계가있을수밖에없다.상태변수인연관성파라미터의지속성이크지않는

경우, Almeida and Czado (2012)의 MGMC를 이용한 사후표본추출이 비효율

적일수있으므로매우많은사후표본추출이필요할수있다.

본연구는 Hafner and Manner (2012)의확률코퓰러모형에대한새로운베

이지언 추론 알고리듬을 제시하고자 한다. Almeida and Czado (2012)와 달리

본 연구의 MCMC알고리듬은 관측치의 확률밀도함수를 연관성 파라미터의

정규분포로근사하여얻어지는후보생성확률밀도함수를이용하는 ARMH알

고리듬(acceptance-rejection Metropolis-Hastings algorithm)으로상태변수를사

후표본추출한다. 관측치 확률밀도함수를 상태변수의 정규분포 근사하는데 1

단계-Newton-Raphson알고리듬(one step Newton-Raphson algorithm)이 이용

된다.이는실질적으로 2차테일러근사를이용하는것으로볼수있고,사후표

본추출과정이반복됨에따라상태변수의최빈값에서관측치확률밀도함수를

정규분포로 근사하는 라플라스 근사와 유사한 것으로 볼 수 있다. 이와 같은

관측치확률밀도함수근사에서 1단계-NR알고리듬을적용하는후보점선택이

중요하다. 본 연구는 상태변수의 사전확률밀도함수의 평균을 1단계-NR알고

리듬을적용하는후보점으로이용한다.

본연구는연관성파라미터를미관측상태변수로가지는확률코퓰러모형

에 대한 베이지언 MCMC알고리듬(Markov Chain Monte Carlo algorithm)을

제안하고,시뮬레이션을통해본연구의MCMC알고리듬의성과를제시한다.

본연구의베이지언추론알고리듬은기존연구에서제시된알고리듬보다더

일반적인 확률코퓰러모형을 추정할 수 있는 알고리듬이다. 기존 확률변동성

모형에대한연구와함께본연구에서제안하는베이지언추론알고리듬은재
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무·금융분야의실증분석과용용에기여할수있을것으로사료된다.또한,본

연구의알고리듬을이용한실증분석으로 2003년 1월 3일 2014년 12월 30일

기간의 KOSPI지수와 HSCE지수(Hang Seng China enterprise index)수익률일

간자료에대한확률변동성모형과확률코퓰러모형을분석하였다.가우시언코

퓰러(Gaussian copula),코퓰러(Student-t copula), Clayton코퓰러(Clayton cop-

ula), Frank코퓰러(Frank copula), 회전Gumbel코퓰러(rotated Gumbel copula),

Plackett코퓰러(Plackett copula)의확률코퓰러모형에대한베이지언추정과모

형비교결과,코퓰러모형이가장좋은모형으로선택되는실증분석결과를얻

을수있었다.이러한실증분석결과는연관성파라미터가시변하는타원분포

확률코퓰러모형이파라미터가고정된확률코퓰러모형이포착하는비대칭·비

선형 꼬리 연관성을 설명할 수 있다는 Hafner and Manner (2012)의 주장에

부합한다. 그러나 이러한 모형비교 결과는 가우시언확률코퓰러모형이 ‘near

asymptotic dependence’를포착할수있음에도불구하고가우시언코퓰러모형

이포착할수없는극단적인꼬리연관성이남아있을수있음을의미한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 먼저, 2장에서 코퓰러함수와 기존 연구에

서 제시된 조건부코퓰러모형의 특성을 살펴본다. 3장에서는 확률코퓰러모형

에 대한 베이지언 추론 알고리듬과 확률코퓰러모형 진단과 비교에 이용되는

보조파티클필터(auxiliary particle filter),그리고베이지언모형비교방법과고

전적 접근법의 모형 비교 방법을 논의한다. 4장에서는 모의실험을 통하여 본

연구의 확률코퓰러모형에 대한 베이지언 MCMC알고리듬의 성과를 제시한

다.그리고 5장에서 2003년 1월 3일 2014년 12월 30일기간의 KOSPI지수와

HSCE지수 수익률 일간자료를 이용한 확률변동성모형과 확률코퓰러모형에

대한 실증분석과 확률코퓰러모형 비교 결과를 살펴본다. 마지막으로, 6장에

결론이제시된다.
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2.코퓰러모형

2.1코퓰러

주가 등과 같은 자산가격 수익률들은 상승할 때와 하락할 때 서로 상이

한 의존성 또는 연관성(dependence)을 보여줄 뿐만 아니라 시장 위기상황에

서 극단적인 동반 폭락과 같은 전형적인 특성을 보인다. 대칭적인 타원확률

분포(elliptical distribution)의상관계수(correlation coefficient)와같은선형연

관성 측도로는 이러한 자산가격들의 수익률분포가 보이는 비대칭적 연관성

(asymmetric dependence)과 극단적인 꼬리 연관성(tail dependence)을 충분히

설명하기어렵다.코퓰러는이러한자산가격수익률들이보이는비대칭적연

관성과 꼬리 연관성을 설명할 수 있는 다변량분포함수를 구성할 수 있도록

해준다.

코퓰러는 일변량주변확률분포함수(univariate marginal distribution func-

tion)를결합하여다변량결합확률분포함수(multivariate joint distribution func-

tion)를 결정하는 다변량함수임과 동시에 다변량확률분포함수이다. Sklar 정

리(Sklar’s theorem)에 따르면, 다음과 같은 관계를 충족하는 유일한 함수 C :

[0,1]n→ [0,1]

가존재한다.

F(y1, · · · ,yn) =C(F1(y1), · · · ,Fn(yn)) (2.1)

여기에서 y1, · · · ,yn는 연속확률변수(continuous random variables), F (·)은 다

변량확률분포함수, 그리고 Fi (·) , i = 1, · · · ,n 은 일변량주변확률분포함수이

다.코퓰러함수C (·)는확률변수들간의연관성을특징짓는함수이다.식 (2.1)



김태형,박정민 55

을충족하는코퓰러함수는임의의일변량주변확률분포함수를결합하여변수

들이서로연관관계를가지는다변량분포를구성할수있도록해준다.이때일

변량주변확률분포들은동일한분포를따르지않을수있다.모든코퓰러분포

함수가 코퓰러확률밀도함수를 가지는 것은 아니다. 코퓰러분포함수와 각 확

률변수의주변확률밀도함수가절대연속(absolutely continuous)이면,식 (2.1)

을 y1, · · · ,yn에대하여미분하여다음과같은다변량결합확률밀도함수(multi-

variate joint probability density function)를얻을수있다.

∂ nF (y1, · · · ,yn)

∂ y1 · · ·∂ yn
=

∂ nC (F1 (y1) , · · · ,Fn (yn))

∂ F1 (y1) , · · · ,Fn (yn)

n

∏
i=1

fi (yi) (2.2)

식 (2.2) 우변의 첫 번째 항은 코퓰러확률밀도함수(copula probability density

function)를나타낸다.식 (2.1)을다음과같이다시쓸수있다.

C (u1, · · · ,un) = F
(
F−1

1 (u1), · · · ,F−1
n (un)

)
(2.3)

여기에서 ui, i = 1, · · · ,n은 ui = Fi(yi)로확률변수 yi의확률적분변환(probabil-

ity integral transform)1을 나타낸다. 식 (2.3)은 다변량확률분포함수를 이용하

여코퓰러함수를유도할수도있음을보여준다.이와같은방법으로얻어지는

코퓰러함수의예로는가우시언코퓰러(Gaussian copula)와스튜던트 t(ν)코퓰

러(Student-t copula)등이있다.

코퓰러는타원분포를따르는확률변수들의선형연관성측도인피어슨상

관계수가 가지는 한계를 극복할 수 있는 연관성측도를 제공한다. 피어슨 상

관계수가 가지는 한계점 가운데 하나는 비선형강증가변환(nonlinear strictly

1 본논문에서특별한언급이없는한 C는코퓰러분포함수, c는코퓰러확률밀도함수,그리
고 u는확률적분변환을나타난다.
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increasing transformation)에대하여불변(invariant)이아니라는점이다2.코퓰

러기반 연관성 측도는 피어슨 상관계수가 가지는 이러한 한계점들을 극복할

수있다.대표적인코퓰러기반연관성측도로는 Kendall과 Spearman의순위상

관계수 τK와 ρS가있다. τK와 ρS는각각다음과같이정의된다.

τ
K(y1, y2) = 4

∫ 1

0

∫ 1

0
C(u1, u2)dC(u1, u2)−1 (2.4)

ρ
S(y1, y2) = 12

∫ 1

0

∫ 1

0
(C(u1, u2) −u1 u2) du1 du2

식 (2.4)의 순위상관계수 τK와 ρS는 코퓰러함수에 따라 정의되지 않을 수도

있음에주의할필요가있다.

코퓰러함수는종류에따라다양한비대칭적연관성과꼬리연관성을설명

할수있다.포트폴리오리스크관리에서중요한의미를가지는연관성측도인

꼬리연관성측도는다음과같이정의된다.

λ L = lim
u↓0

C (u, u)
u

(2.5)

λU = lim
u↑1

1−2u+C (u, u)
1−u

(2.6)

식 (2.5)와식 (2.6)의극한이존재하는경우 λL는분포의하단꼬리연관성을,

λU는 상단 꼬리 연관성을 나타낸다. 꼬리 연관성이 존재하지 않으면 λL = 0,

2 연관성 측도로서 피어슨 상관계수가 가지는 한계점에 대한 자세한 논의는 McNeil et al.
(2005) Ch.5를참고할수있다.
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λU = 0이며,꼬리연관성이존재하면 λL ∈ (0,1], λU ∈ (0,1]의값을가진다.

[표 2.1]과 [표 2.2]에는 본 연구에서 주로 다루게 될 연관성 파라미터가

하나인 2변량 코퓰러함수와 그 확률밀도함수, 그리고 각 파라미터의 정의역,

독립일 때의 연관성 파라미터 값, 비대칭성 유무, 순위상관계수, 꼬리 연관성

측도가 제시되어 있다. 가우시언 코퓰러, Frank 코퓰러, 그리고 스튜던트 t코

퓰러는대표적인대칭적코퓰러함수이다.그러나꼬리연관성을가지지않는

가우시언코퓰러, Frank코퓰러와달리스튜던트 t 코퓰러는대칭적인꼬리연

관성을가지고있다.이들과달리 Clayton코퓰러는하단꼬리연관성(lower tail

dependency)만을가지며 Gumbel코퓰러는상단꼬리연관성(upper tail depen-

dency)만을 가진다. [표 2.1]과 [표 2.2]를 통해서 알 수 있듯이 코퓰러함수에

따라 비대칭적 연관성과 꼬리 연관성이 존재하지 않을 수 있다. 따라서 자산

수익률들의연관성을충분히설명하기위해서는코퓰러함수의선택이중요한

의미를 가지게 된다. 특히, 리스크 관리에서는 하단 꼬리 연관성에 중점을 두

므로 상단 꼬리 연관성을 가지는 코퓰러를 이용하기 위해서는 다음과 같이

정의되는회전코퓰러(rotated copula)를이용할수있다.

Ĉ(u1 u2) =C(1−u1, 1−u2)+u1 +u2−1 (2.7)

식 (2.7)의 회전코퓰러의 확률밀도함수는 c(1− u1, 1− u2)이다. 식 (2.7)의 회

전코퓰러는 원래의 코퓰러함수를 180도 회전한 것에 해당한다. 따라서 상단

꼬리연관성을가지는 Gumbel코퓰러를회전하면하단꼬리연관성을가지는

회전 Gumbel코퓰러함수를얻을수있다.

[표 2.1]에수록된코퓰러들을포함하는다양한코퓰러함수들의특성에대

한보다자세한논의는 Joe (1997, 2015), Cherubini et al. (2004), Nelson (2006)



58 확률코퓰러모형에대한베이지언추론

등을참조할수있다.

2.2조건부코퓰러모형

일반적으로 자산수익률의 조건부분산이 시변(time-varying)하는 것과 같

이 자산수익률들간의 연관성 또한 시변하는 특징을 가지고 있다(Longin and

Solnik (1995), Engle (2002), Tse and Tsui (2002)).이는 Patton (2006)은연관성

파라미터가 시변하는 조건부 동태 코퓰러모형(conditional dynamic compula

models)을제시하였다.

Ft(y1t , · · · ,ynt | ℑt−1) =Ct(F1t(y1t | ℑt−1), · · · ,F1t(ynt | ℑt−1) | ℑt−1) (2.8)

식 (2.8)에서 ℑt−1는 t−1시점까지이용가능한정보집합을나타낸다.식 (2.8)

의조건부코퓰러함수에서개별주변분포와코퓰러함수가동일한정보집합에

의존한다는 점에 주의할 필요가 있다. Patton (2006)은 식 (2.8)과 같은 개별

수익률의 조건부분산 방정식을 GARCH모형(generalized autoregressive con-

ditional heteroskedastic model)으로설정하고조건부코퓰러모형의연관성파

라미터 역시 GARCH모형과 유사한 자기회귀형태(Autoregressive form)의 동

태방정식을제시하였다.

Patton (2006)은 가우시언 코퓰러와 같은 타원분포의 연관성 파라미터의

동학을다음과같이설정하였다.

ρt = Λ1

(
ω +βρt−1 +α

1
m

m

∑
i=1

Φ
−1(u1,t−1)Φ

−1(u2,t−1)

)
(2.9)

여기에서 Λ1 =
1−e−x

1+e−x 의역피셔변환(inverse Fisher transform)으로연관성측도
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인상관계수를 [−1,1]의구간값을가지도록변환하는변환함수(link function)

이다.비타원분포의연관성측도의경우, Patton (2006)은다음과같이동태방

정식을설정하였다.

θt = Λ2

(
ω +βθt−1 +α

1
m

m

∑
i=1
| u1,t−1u2,t−1 |

)
(2.10)

여기에서 Λ2(x) = (1+ e−x)−1이다.이와같은연관성측도변환함수는 Patton

(2006)에서비타원분포코퓰러(non-elliptical distribution copula)로 SJC(symmetrized

Joe-Clayton copula)를 이용하는 것에 따른 것이다. 식 (2.10)에서 우측 세 번

째 항이 연관성과 부의 관계를 가지고 있음에 주의할 필요가 있다. 식 (2.9)

와 식 (2.10)과 같은 연관성 파라미터 동태방정식은 GARCH모형과 같이 전

기확률적분변환의확정함수이므로추정이쉽다는장점을가지고있지만,비

선형ARMA방정식(nonlinear autoregressive moving average equation)이므로

MA(∞)형태로변환하였을때복잡한비선형함수의합성함수형태를가지므로

그 특성을 파악하기 어렵다는 단점이 있다. 이러한 문제점을 완화하기 위해

식 (2.9)와 식 (2.10)의 우변의 두 번째항을 각각 βΛ
−1
1 (ρt), βΛ

−1
2 (θt)와 같이

역변환할수있다.

Creal et al. (2012, 2013)은 GARCH등과같은적률에기반을둔동태모수

방정식(dynamic parameter equation)보다일반적인로그확률밀도함수의스코

어에기반을둔 GAS모형(generalized autoregressive score models)을제시하였

다.일반적인시변파라미터벡터를 αt라하면 GAS(p,q)방정식은다음과같이

설정된다.

αt = d +
q

∑
i=1

aist−i +
p

∑
j=1

biαt− j (2.11)
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[표 2.1]코퓰러와코퓰러확률밀도함수

Copula Density

CGaussian(u1 ,u2 ,ρ) =
∫Φ−1(u1)
−∞

∫Φ−1(u2)
−∞

1

2π

√
1−ρ2

exp

(
−

y2
1−2ρy1y2+y2

2
2
(

1−ρ
2 )

)
dy1dy2 cGaussian(u1 ,u2 ,ρ) =

1√
1−ρ2

exp

(
2ρy1y2−y2

1−y2
2

2
(

1−ρ
2 ) +

y2
1+y2

2
2

)

−1≤ ρ ≤ 1, yi = Φ−1(ui), i = 1,2

CStudent (u1 ,u2,ρ,ν) =
∫ t−1

ν (u1)
−∞

∫ t−1
ν (u2)
−∞

Γ

(
ν+2

2

)
Γ(ν/2)πν

√
1−ρ2

(
1+

y2
1−2ρy1y2+y2

2
ν

(
1−ρ

2 )
)− ν+2

2
dy1dy2 cStudent (u1,u2 ,ρ,ν) =

Γ

(
ν+2

2

)
Γ

(
ν
2

)
Γ

(
ν+2

2

)2√
1−ρ2

(
1+

y2
1−2ρy1y2+y2

2
ν

(
1−ρ

2 )
)− ν+2

2 (
1+

y2
1
ν

) ν+1
2
(

1+
y2
2
ν

) ν+1
2

−1≤ ρ ≤ 1, ν > 2, yi = t−1
ν (ui), i = 1,2

CClacyton(u1 ,u2,θ) = (u−θ

1 +u−θ

2 −1)−
1
θ

cClacyton(u1,u2 ,θ) = u(−1−θ)
1 u(−1−θ)

2 (u−θ

1 +u−θ

2 −1)(−2− 1
θ
)
(1+θ)

θ > 0

CFrank(u1 ,u2 ,θ) =− 1
θ

log
(

1+ (exp(−θu1)−1)(exp(−θu2)−1)
exp(−θ)−1

)
cFrank(u1 ,u2 ,θ) =

exp((1+u1+u2)θ)(exp(θ)−1)θ

[exp(θ)+exp((u1+u2)θ)−exp(θ+u1θ)−exp(θ+u2θ)]2

θ 6= 0

CGumbel (u1 ,u2 ,θ) = exp

(
−
[
(−log(u1))

θ +(−log(u2))
θ
] 1

θ

)
cGumbel (u1 ,u2 ,θ) =

[log(u1)log(u1)]
(θ−1)

{[
(−log(u1))

θ +(−log(u2))
θ
]1/θ

+θ−1
}

[
(−log(u1))

θ +(−log(u2))
θ
](2−1/θ)

u1u2

×CGumbel (u1 ,u2 ,θ)

θ > 1

CPlackett (u1 ,u2,θ) =
1+(θ−1)(u1+u2)−

√
[1+(θ−1)(u1+u2)]

2−4θ(θ−1)u1u2
2(θ−1) cPlackett (u1,u2 ,θ) =

θ [1+(u1−2u1u2+u2)(θ−1)](
[1+(θ−1)(u1+u2)]

2−4u1u2θ(θ−1)
) 3

2

θ ≥ 0

주) 표에서 ρ와 θ는 각 해당 코퓰러함수의 연관성 파라미터를, 그리고 Φ−1(·)과 t−1
ν (·)는 각각 표준정규분포와 자유도 ν의

표준t분포함수의역함수를나타낸다.
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[표 2.2]코퓰러함수의특성

Copula
Dependence

Independence
Symmetry

Spearman’s ρs Kendall’s τk λL λU
or

Paremeter Asymmetry

Gaussian −1≤ ρ ≤ 1 0 symmetric 6
π

sin−1(ρ/2) 2
π

sin−1(ρ) 0 0

Student-t −1≤ ρ ≤ 1, ,ν > 2 (0, ∞) symmetric NA 2
π

sin−1(ρ) 2tν+1

(√
(ν +1)ρ−1

ρ+1

)
2tν+1

(√
(ν +1)ρ−1

ρ+1

)
Clayton θ > 0 0 asymmetric NA θ

θ+2 2−1/θ 0

Frank θ 6= 0 0 symmetric 1−12 (D1(θ)−D2(θ))
θ

1−4 (1−D1(θ))
θ

0 0

Gumbel θ > 1 1 asymmetric NA θ−1
θ

2−2−1/θ

Plackett θ ≥ 0 1 symmetric θ 2−2θ logθ−1
(θ−1)2 NA 0 0

주) 표에서 ρ와 θ는 각 해당 코퓰러함수의 연관성 파라미터를 나타낸다. 그리고 DK(x)는 Dk(x) =
k
xk

∫ x
0

tk

et−1 dt , i f x≥ 0
k|x|
1+k +

k
|x|k
∫ 0

x
tk

et−1 dt , i f x < 0
인 Debye함수이다(Abramowitz and Stegun (1972)). ρS와 τK에서 NA는 해당 상관계수

가정의되지않음을의미한다.그리고 tν(·)는자유도 ν의표준t분포함수를나타낸다.
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dim(αt)= k라하면,식 (2.11)에서 d는 k차원벡터, {ai, i = 1, · · · ,q}와
{

b j, i = 1, · · · , p
}

는각각 (k×k)행렬의동태방정식의파라미터들을나타낸다.
{

b j, i = 1, · · · , p
}

에는 αt의안정성을위한제약이부과되어야한다.그리고 GAS(p,q)방정식의

추진력(driving force)이 되는 st는 다음과 같이 스케일 조정된 스코어벡터를

나타낸다.

st = St(αt) ·Ot(αt), Ot(αt) =
∂ ln p(yt | αt ,ℑt ;ψ)

∂αt
, St(αt) = S(t,αt ,ℑt ;ψ)

(2.12)

여기에서 ℑt는 t기까지의 정보집합을, 그리고 ψ는 모형에 포함된 파라미터

들을 나타낸다. 식 (2.12)에서 ln p(yt | αt ,ℑt ;ψ)는 시변파라미터가 주어졌을

때의 관측치 로그우도함수를 나타낸다. GAS모형에서도 시변파라미터가 주

어진분석모형의파라미터정의역에부합하도록 αt를변환하는 θt = Λ(αt)의

변환함수가필요할수있다.식 (2.12)에서 St(αt)는스코어벡터5t(αt)를스케

일조정하는 (k× k)행렬이다. Creal et al. (2012, 2013)은 St(αt)를다음과같이

설정할것을제안하고있다.

St(αt) = It(αt)
−s, It(αt) = E

[
Ot(αt)Ot(αt)

′ | ℑt−1
]

(2.13)

여기에서 It(αt)는스코어벡터의외적으로구한정보행렬(information matrix)

을 나타낸다. 식 (2.13)에서 모형에 따라 s = 1/2 또는 s = 1의 값으로 설정할

수있다.코퓰러함수를이용하여확률변수들간의연관성동학을모형화하는

경우, 시변파라미터가 적절한 범위의 값을 가지도록 변환하는 θt = Λ(αt)의

변환함수가 필요하며, 이에 따라 식 (2.13)에서 이용되는 스코어와 정보행렬



김태형,박정민 63

또한적절한변환이필요하다(Creal et al. (2013)).

2변량 가우시언 코퓰러 CGaussian(u1,u2,ρt)와 t코퓰러 CStudent(u1,u2,ρt ,ν)

의경우식 (2.12)와식 (2.13)의스코어벡터와정보행렬은다음과같다.


Ot(ρt) =

(1+ρ2
t )((y1t y2t−ρt)−ρt(y2

1t+y2
2t−2))

(1−ρ2
t )

2

It(ρt) =
1+ρ2

t
(1−ρ2

t )
2

(2.14)


Ot(ρt) =

(1+ρ2
t )((wt y1t y2t−ρt)−ρt(wt(y2

1t+y2
2t)−2))

(1−ρ2
t )

2

It(ρt) =
ν+2+νρ2

t
(ν+4)(1−ρ2

t )
2

(2.15)

식 (2.14)와 식 (2.15)에서 yit , i = 1,2는 각각 yit = Φ−1(uit), i = 1,2와 yit =

t−1
ν (uit), i = 1,2이며, wt = (ν + 2)/

(
ν +

y2
1t+y2

2t−2ρt y1t y2t

1−ρ2
t

)
이다. 식 (2.14)와 식

(2.15)는 ρt =
1−e−αt

1+e−αt의 변환함수를 적용한 것이다. 다변량 t코퓰러모형에서

Creal et al. (2011)은 s= 1을이용하고있다.그러나CGaussian(u1,u2,ρt)와CStudent(u1,u2,ρt ,ν)

의경우, s= 1/2의값을설정하는것이보다안정적인추정치를얻는데도움이

된다.일반적인코퓰러의경우스코어와정보행렬을해석적으로구하기어려

우므로수치적인방법을이용하여야한다(Creal et al. (2013)).

Hafner and Manner (2012)는확률변동성모형(stochastic volatility model)과

같이코퓰러모형의연관성파라미터동태방정식이독자적인교란항을가지는

확률코퓰러모형(stochastic copula autoregressive model)을 제안하였다. 확률

코퓰러모형에서코퓰러선택에따른변환함수가적용되지않은시변파라미터

동태방정식은다음과같이설정된다.

αt+1 = µ +φ(αt −µ)+σηηt , ηt ∼ i.i.d.N(0,1) (2.16)
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여기에서 µ는 αt의 장기평균을, φ는 지속성 파라미터를, ση는 표준편차를,

그리고 i.i.d.N(0,1) 독립적이고 동일한 분포를 따르는 표준정규분포를 나타

낸다.식 (2.16)은확률변동성모형에서와마찬가지로시변연관성파라미터가

미관측 상태변수(latent state variable)이다. 따라서 확률코퓰러모형은 비선형

비정규상태공간모형(nonlinear nonnormal state space model)으로볼수있다.

Hafner and Manner (2012)는Manner and Seger (2011)의타원분포혼합코

퓰러모형(mixtures of elliptical copula models)의 꼬리 연관성이 가지는 ‘near

asymptotic dependence’특성에대한연구결과를바탕으로가우시언확률코퓰

러모형이연관성파라미터가고정된코퓰러모형이포착하는극단적인꼬리연

관성을포착할수있다고주장하였다. Manner and Seger (2011)는 Ledford and

Tawn (1996)의 ‘near asymptotic independence’와 대비되는 ‘near asymptotic

dependence’를다음과같이정의하였다.

u1+ε <<C(u,u)<< u as u ↓ 0 ∀ε > 0 (2.17)

식 (2.17)에서 a(u)� b(u)는 u ↓ 0에 따라 a(u)/b(u)→ 0임을 의미한다. 식

(2.17)은 u ↓ 0에따라꼬리연관성즉,식 (2.5)의한단꼬리연관성 ΛL이극단

적으로 느리게 수렴함을 의미한다. 따라서 상관계수가 고정된 가우시언코퓰

러는꼬리연관성을보이지않지만식 (2.7)과같은확률동태방정식(stochastic

dynamic equation)을따르는가우시언확률코퓰러모형이극단적인꼬리연관

성을 포착할 수 있음을 의미한다. Hafner and Manner (2012)는 이와 같은 성

질을가지는가우시언확률코퓰러모형으로연관성파라미터가고정된코퓰러

모형이포착하는극단적인꼬리연관성을포착할수있다고주장하고이러한

주장과부합하는실증분석결과를제시하였다.



김태형,박정민 65

우도함수에 기반을 둔 일반적인 코퓰러모형에 대한 추론 방법은 식 (2.2)

에서와 같이 다변량확률밀도함수가 코퓰러확률밀도함수와 개별 확률변수의

주변확률밀도함수로분해되는성질을이용한다.본연구는 2변량확률코퓰러

모형을 다룰 것이므로 2변량 코퓰러모형을 기준으로 로그우도함수를 다음과

같이쓸수있다.

lnL(y1,y2,ψm,ψc) =
T

∑
t=1

ln c(F1(y1t | ℑt−1,ψ
(1)
m ),F2(y2t | ℑt−1,ψ

(2)
m ) | ℑt−1,ψc)

(2.18)

+
T

∑
t=1

(
lnL(y1t | ℑt−1,ψ

(1)
m )+ lnL(y2t | ℑt−1,ψ

(2)
m )
)

여기에서 ψc는코퓰러확률밀도함수에포함된파라미터를, ψm =
{

ψ
(1)
m ,ψ

(2)
m

}
는 주변확률밀도함수에 포함된 파라미터를 나타낸다. 식 (2.18)은 확률변수

들의결합로그우도함수가코퓰러의로그우도함수와개별적인확률변수의로

그우도함수로 분해될 수 있음을 의미한다. 최우추정법으로 추정할 경우, 식

(2.18)의 로그우도함수를 최적화하는 것이 효율적이다. 그러나 이 경우 계산

상의 부담이 클 수 있으므로 일반적으로 식 (2.18)의 2행에 포함된 개별 확률

변수 모형의 파라미터를 먼저 추정한 다음, 이를 주어진 것으로 가정하고 1

행의 코퓰러로그우도함수를 최적화하는 2단계-최우추정법이 이용된다. 2단

계-최우추정법으로 추정하는 경우 효율성 상실(loss of efficiency)이 있을 수

있다. 2단계-최우추정에 따른 효율성 상실을 줄이기 위하여 2단계-최우추정

치를얻은후추가적으로결합로그우도함수에대하여 1단계 Newton-Rhapson

알고리듬을적용하는방법이이용될수있다.

Almeida and Czado (2012)는 연관성 파라미터가 양과 음의 연관성을 포

착할 수 있도록 Kendall 순위상관계수를 τK
t 중심으로 식 (2.16)을 따르는 αt
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에 대한 변환함수를 이용하였다. [표 2.2]에서 알 수 있듯이 Clayton코퓰러와

Gumbel코퓰러는항상 τK
t > 0이므로 Almeida and Czado (2012)는 τK

t ∈ [−1,1]

이 되는 가우시언코퓰러, 더블Clayton코퓰러, 더블Gumbel코퓰러에 대한 베

이지언 알고리듬을 제시하였다. 더블Clayton코퓰러와 더블Gumbel코퓰러는

Clayton코퓰러와 Gumbel코퓰러를 90도 회전한 코퓰러에 해당한다. Almeida

and Czado (2012)는 τK
t ∈ [−1,1]가 성립하도록 먼저 αt에 역피셔변환(inverse

Fisher transform)을적용하여 τK
t 를얻은다음해당코퓰러의연관성파라미터

θt와 τK
t 의 함수관계의 역함수를 취하는 방법을 이용하였다. 즉, 연관성 파라

미터 θt = τK−1
(Λ(αt))의 합성변환함수(composite link function)를 이용하였

다.이러한다소복잡한비선형변환으로인해사후표본추출의효율성상실이

있을 수 있다. Almeida and Czado (2012)는 상태변수 {αt}T
t=1에 대한 효율적

인 사후표본추출을 위해 Liu and Sabatti (2000)의 MGMC알고리듬(multigrid

Monte Carlo algorithm)을 이용하는 CGMC알고리듬(coarse grid Monte Carlo

algorithm)을이용하였다. CGMC알고리듬은상태변수의사전확률밀도함수를

후보생성확률밀도함수(candidate generating density)로 이용하는 MH알고리

듬(Metropolis-Hastings algorithm)으로 생성된 사후표본에 대해 추가적인 부

분변환(Metropolized partial resampling transform)을 적용하는 사후표본추출

방법이다.

앞서 살펴본 Patton (2006) Copula-GARCH과 Creal et al. (2011, 2013)의

GAS모형에서는시변연관성파라미터가전기정보의확정함수이므로코퓰러

로그우도함수를쉽게계산할수있으므로추정이비교적쉽다는장점이있다.

그러나미관측상태변수를가지는확률변동성모형추정에서와마찬가지로확

률코퓰러모형을 최우추정법으로 추정하기 위해서는 미관측상태변수인 시변

연관성 파라미터를 적분소거(integration-out)하는 것이 필요하다. Hafner and
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Manner (2012)은 Lisenfeld and Richard (2003), Richard and Zhang (2007)에

서제시된 EIS(efficient importance sampling)를이용한 SML추정법(simulated

maximum likelihood estimation method)을이용하였다.

이상에서 살펴본 시변 연관성 파라미터 모형들 이외에도 다양한 모형들

이 제시되었다. Engle (2002), Tse and Tsui (2002)의 DCC모형(dynamic con-

ditional correlation model)을 대표적인 시변 연관성 파라미터 모형으로 볼 수

있다. Heinen and Valdesogo (2009)는 Bedford and Cooke (2002)의 표준줄기

코퓰러(Cannonical Vine Copula)를 이용하여 2변량코퓰러모형을 다변량코퓰

러모형으로 확장하면서 DCC모형을 Kendall 순위상관계수 τK
t 의 동태방정식

으로이용하였다. Manner and Reznikova (2012), Patton (2013)은다양한시변

연관성파라미터코퓰러모형에대한추정법및진단방법에대한포괄적인서

베이를제시하였다.이상에서논의되지않은다양한동태모형에대한논의는

Manner and Reznikova (2012)와 Patton (2013)을참고할수있다.

3.확률코퓰러모형에대한베이지언추론

3.1확률코퓰러모형

본 연구는 Hafner and Manner (2012)의 2변량-확률코퓰러모형에 대한 베

이지언 추론 알고리듬을 제시하고자 한다. 본 연구에서 다루는 코퓰러는 [표

2.1]에 수록된 6개의 코퓰러함수이다. 논의의 편의를 위해 확률코퓰러모형을

다음과같이다시쓰기로한다.
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
p(u1t ,u2t | α1:t ,Ut−1,ψc) = c(u1t ,u2t | Λ(αt),ψ

′
c)

αt+1 = µ +φ(αt −µ)+σηηt , ηt ∼ i.i.d.N(0,1)

α1 ∼ N
(
µ, σ2

η/(1−φ 2)
) (3.1)

여기에서 α1:t = {α1, · · · ,αt}, U1:t = {u11,u21, · · · ,u1,t−1,u2,t−1}이며, ψ
′
c는 t코

퓰러에 포함된 추가적인 파라미터인 자유도 ν를 나타낸다. 식 (3.1)에서 첫

번째방정식은비선형비정규상태공간모형의관측치방정식에해당하는코퓰

러확률밀도함수를 나타내며, 두 번째 방정식은 비관측 상태변수의 상태방정

식을나타낸다.식 (3.1)에서 uit = Fi(yit , ψ̂
(i)
m ), i = 1,2의확률적분변환을나타

낸다. 식 (3.1)의 첫 번째 방정식은 미관측 상태변수가 주어졌을 때 관측치에

해당하는 {u1t ,u2t}가조건부독립임을의미한다.그리고상태변수의안정성을

보장하기위하여 |ψ|< 1의안정성제약이부과된다.식 (3.1)의확률코퓰러모

형은시변연관성파라미터의동학만을설명하는모형이다.따라서코퓰러모

형의 관측치에 해당하는 uit = Fi(yit , ψ̂
(i)
m ), i = 1,2에 모형설정 오류가 없다는

가정이암묵적으로부과된모형이다3

본연구는Almeida and Czado (2012)와달리식 (3.1)의관측치방정식에해

당하는코퓰러확률밀도함수를근사하여상태변수 αt의사후표본추출을위한

후보생성확률밀도함수를 얻는 방법을 이용한다. 본 연구에서 제시하는 사후

표본추출알고리듬은 [표 2.1]에수록된 6개의코퓰러에대해일반적으로적용

할 수 있는 알고리듬이다. [표 3.1]에는 [표 2.1]에 수록된 코퓰러들의 연관성

3 2단계-최우추정치가일치성을가짐이알려진것과달리베이지언추론에서 2단계추정이
일치성을가진다는이론적인결과는현재까지제시된바없다. Almeida and Czado (2012)
는 Czado (2011), Austin and Lopes (2010)의베이지언분석에서개별확률변수모형을추
정하는 1단계 추정의 파라미터 추정에 따른 불확실성을 고려하지 않더라도 추정 결과가
크게 달라지지 않는다는 실증분석 결과에 바탕을 두고 베이지언 추론 알고리듬을 제시

하였다. 본 연구에서도 Almeida and Czado (2012)와 마찬가지로 1단계 파라미터 추정
불확실성을명시적으로고려하지않고베이지언추론알고리듬을제시한다.
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파라미터가 정의역을 충족하도록 하는 변환함수들을 수록하였다. [표 3.1]에

서 tan h(x) = ex−e−x

ex+e−x으로 가우시언코퓰러와 t-코퓰러의 연관성 파라미터 ρt가

ρt ∈ [−1,1]이 되도록 하는 역피셔변환(inverse Fisher transform)을 나타낸다.

[표 3.1]에수록된변환함수는일반적으로이용되는변환함수이다.

[표 3.1]변환함수(link function)

Gaussian Student-t Clayton Frank Gumbel Plackett

λ (αt) tanh(αt) tanh(αt) exp(αt) αt exp(αt)+1 exp(αt)

주)표에서 tan h(x) = ex−e−x

ex+e−x으로 ρt = tanh(αt) ∈ [−1,1]이되도록하는역피셔변
환(inverse Fisher transform)을나타낸다.

3.2사전확률분포

식 (3.1)의확률코퓰러모형에대한베이지언추론을위해서는모형에포함

된 파라미터들의 사전확률밀도함수 설정이 필요하다. 본 연구에서는 다음과

같은파라미터들에대한사전확률밀도함수를설정하였다.



π(µ) = N(b0µ ,B0µ)

π(φ) = T N(−1,1)(b0φ ,B0φ )

π(σ2
η) = IG(n0/2,s0/2)

(π(ν) = G(n00,s00) I(ν > 2))

(3.2)

여기에서 N(a,b)는평균과분산이 a와 b인정규분포를, T N(l,u)(a,b)는상한과

하한이각각 l과 u이고평균과분산이 a와 b인절단정규분포(truncated normal

distribution)를, IG(c,d)는형태파라미터가 c이고스케일파라미터가 d인역감

마분포(inverse gamma distribution)를, 그리고 G(e, f )는 형태파라미가 e이고
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스케일파라미터가 f인감마분포(gamma distribution)를나타낸다4.식 (3.2)에

서 π(ν)는 t코퓰러모형을 추정하는 경우에만 이용된다. I(ν > 2)는 ν > 2의

제약이부과된것을의미한다.

3.3사후표본추출

베이즈정리를 이용하면, 확률코퓰러모형의 파라미터 ψc =
{

µ,ψ,σ2
η ,ν
}

와 미관측상태변수 αt
T
t=1의 결합사후확률밀도함수(joint posterior probability

density function)를다음과같이우도함수와사전확률밀도함수의곱으로나타

낼수있다.

π

(
ψc,{αt}T

t=1 | {ut}T
t=1

)
∝

(3.3)

p(αt | µ,φ ,σ2
η)

{
T−1

∏
t=2

p(ut | αt ,ν)p(αt+1 | αt ,ψc)

}
p(u1T ,u2T | αT ,ν)π(ψc)

여기에서 ut =(u1t ,u2t)이며, p(ut |αt , ·)은코퓰러확률밀도함수, π(ψc)= π(µ)π(π)π(σ2
η)π(ν)

이다.식 (3.3)으로부터한꺼번에 ψc와 {αt}T
t=1를사후표본추출할수없으므로

식 (3.1)의확률코퓰러모형에대한사후표본추출은다음과같은사후조건부확

률밀도함수들로부터순차적으로사후표본을생성하는것이된다.

4 본 논문에서 역감마분포와 감마분포는 각각 다음과 같은 확률커널(probability ker-
nel)을 가지는 것으로 가정한다. pGI(x;α,β ) ∝ x−(α+1)exp(−β/x), pG(x;α,β ) ∝

x(α−1)exp(−βx)
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(i)π

(
{α}T

t=1 | {ut}T
t=1 ,ψc

)
(ii)π

(
µ | {ut}T

t−1 ,{αt}T
t−1 ,ψc−µ

)
(iii)π

(
φ | {ut}T

t−1 ,{αt}T
t−1 ,ψc−φ

)
(iv)π

(
σ

2
η | {ut}T

t−1 ,{αt}T
t−1 ,ψc−σ2

η

)

여기에서 ψc−a는 a를제외한나머지파라미터들을나타낸다.

3.3.1미관측상태변수 {αt}T
t=1의사후표본추출

식 (3.3)으로부터 유도되는 {αt}T
t−1의 사후조건부확률밀도함수는 다음과

같다.

π

(
{αt}T

t=1 | {ut}T
t=1

)
∝ p(α1)

{
T−1

∏
t=2

p(ut | αt)p(αt+1 | αt)

}
p(u1T ,u2T | αT )

(3.4)

식 (3.4)의 사후조건부확률밀도함수에서 {αt}T
t=1를 사후표본추출할 때 파라

미터들은 주어진 것이므로 파라미터들을 생략하고 관측치와 상태변수의 확

률밀도함수를표기하였다.식 (3.4)로부터한꺼번에 {αt}T
t=1를생성하는것이

불가능하므로한번에하나씩사후표본을생성하는방법을이용하기로한다.

이를위해 t = 1, t = 2, · · · ,T −1,그리고 t = T시점을구분하여사후조건부확

률밀도함수를유도하는것이필요하다.그런데식 (3.4)를보면각시점의 αt의

사후확률밀도함수가다음과같이인접한시점의상태변수의전이확률밀도함
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수와관측치 ut의확률밀도함수로구성됨을알수있다.


π(α1 | u1,α2) ∝ p(u1 | α1)p(α2 | α1)p(α1), t = 1

π(αt | ut ,αt−1,αt+1) ∝ p(ut | αt) p(αt+1 | αt) p(αt | αt−1), t = 2, · · · ,T −1

p(αT | uT ,αT−1) ∝ p(uT | αT ) p(αT | αT−1), t = T
(3.5)

여기에서 ut = (u1t ,u2t)이다. αt의사후확률밀도함수가식 (3.5)와같으므로각

시점의 사후확률밀도함수를 유도하기 위해서 t = 1, t = 2, · · · ,T − 1, 그리고

t = T시점의 αt의사전확률밀도함수에해당하는전이확률밀도함수들의구성

만구분하면됨을알수있다.식 (3.5)에서각시점의 αt의사후확률밀도함수에

포함되는사전확률밀도함수는다음과같다.


π(α1 | α2) = N(α̂1 = µ +φ(α2−µ), σ̂2

α1
= σ2

η), t = 1

π(αt | αt−1,αt+1) = N
(

α̂t = µ + φ

1+φ 2 (αt+1 +αt−1−2µ), σ̂2
αt
=

σ2
η

1+φ 2

)
, t = 2, · · · ,T −1

p(αT | αT−1) = N
(
α̂T = µ +φ(αT−1−µ), σ̂2

αt
= σ2

η

)
, t = T

(3.6)

식 (3.6)을 보면 모든 시점의 αt의 사전확률밀도함수가 정규분포임을 알 수

있다. 그러므로 각 시점의 관측치 확률밀도함수 p(u1t ,u2t | αt)를 정규분포로

근사하면이를식 (3.6)의사전확률밀도함수와결합하여 αt를사후표본추출하

는데필요한후보생성확률밀도함수를얻을수있다.

다루기어려운 αt의사후조건부확률밀도함수를 2차테일러전개를이용하

여정규분포로근사하는방법은 Shephard and Pitt (1997), Durbin and Koopman

(1997, 2000), So (2003), Jungbacker and Koopman (2007, 2009)등에서이용된

바있다.이들연구에서는공통적으로사후조건부확률밀도함수가상태변수에
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대해전역적으로로그오목(globally log-concave)인경우만을고려하였다는점

과 사후조건부확률밀도함수 자체를 근사한다는 점에서 본 연구의 접근법과

다르다.본연구는식 (3.5)의사후조건부확률밀도함수에서다루기어려운코

퓰러확률밀도함수만을근사하여이를식 (3.6)과결합하는방법으로MH알고

리듬에필요한후보생성확률밀도함수를구한다.그리고코퓰러확률밀도함수

가 항상 전역적으로 로그오목이 아닌 경우에도 이와 같은 방법을 적용할 수

있다는점에서기존연구와구분된다.

본연구는 1단계-NR알고리듬을이용하여 {p(ut | αt)}T
t=1을정규분포로근

사하는방법을이용한다. lnp(ut |αt)에대하여 1단계-NR알고리듬을적용하면

다음과같이 p(ut | αt)을근사하는 αt의정규분포확률커널을얻을수있다.

p(ut | αt)≈ N(mt ,Mt) (3.7)

여기에서mt = α̃t +
(
− ∂ 2ln(ut |αt)

∂α2
t

∣∣
αt=α̃t

)−1(
∂ ln(ut |αt)

∂αt

∣∣
αt=α̃t

)
, M =

(
− ∂ 2ln(ut |αt)

∂α2
t

∣∣
αt=α̂t

)−1
,

이다5.식 (3.7)의 1단계-NR알고리듬은실질적으로 2차테일러전개를이용하

여 lnp(ut | αt)을근사하는것이다.식 (3.7)이효율적인근사가되기위해서는

1단계-NR알고리듬을 적용하는데 필요한 후보점 α̂t를 선택하는 것이 중요하

다. 본 연구에서는 식 (3.6)의 αt사전확률밀도함수의 평균 α̂t을 후보점 α̃t로

이용한다6. 합성곱의 법칙(convolution rule)을 이용하여 식 (3.6)과 식 (3.7)을

5 1단계 NR알고리듬을적용하는데필요한로그코퓰러확률밀도함수의 αt에대한 1계및 2
계도함수는 합성함수에 대한 도함수를 구하는 Faà di Bruno 법칙을 이용하여 쉽게 얻을
수있다. ( f ·g)(α) = f (g(α))의합성함수에대한 1계및 2계도함수는다음과같다.

( f ·g)(1)(α) = f (1)(g(α))g(1)(α)

( f ·g)(2)(α) = f (2)(g(α))
{

g(1)(α)
}2

+ f (1)(g(α))g(2)(α)

여기에서상첨자 ( )안의 1과 2는각각 1계및 2계도함수를의미한다.
6 2차테일러전개를이용하여 lnp(ut | αt)를정규분포로근사하기위한후보점을선택하는
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결합하면다음과같은후보생성확률밀도함수를얻을수있다.

q(αt) = N
(

Mt

(
α̂t

σ̂2
αt

+
mt

Mt

)
,Mt

)
(3.8)

여기에서 Mt =
(

1
σ̂2

αt
+ 1

Mt

)−1
이다.

식 (3.8)을 후보생성확률밀도함수로 이용하는 ARMH알고리듬으로 αt를

사후표본추출할 수 있다(Tierney (1994), Chib and Greenberg (1995)). ARMH

알고리듬은 효율적인 사후표본추출을 위해 MH알고리듬과 기각표본추출법

(acceptance-rejection sampling)을결합하는사후표본추출법이다. ARMH알고

리듬은 Shephard and Pitt (1997), Watanabe (2000) 등에서 로그조건부분산을

생성하는방법으로이용되었다.기각표본추출법(rejection sampling)으로추출

한 후보표본 α∗t 를 MH채택확률(Metropolis-Hasting acceptance probability)로

채택하면된다.기각표본추출법과MH알고리듬의채택확률은각각다음과같

다.

αAR(α
∗
t ) = min

{
1,

π(α∗t | ut , ·)
q(α∗t )

}
(3.9)

αARMH(αt ,α
∗
t ) = min

{
1,

π(α∗t | ut , · )min{π(αt | ut , · ),q(αt)}
π(αt | ut , · )min{π(α∗t | ut , ·),q(α∗t )}

}

여기에서 π(αt | ut , · )은 식 (3.5)의 각 시점 αt의 사후조건부확률밀도함수를

나타낸다.

가장 좋은 방법은 최적화를 이용하여 얻어지는 최빈값을 후보점으로 이용하는 것이다.
그러나 이와 같은 최적화를 이용하여 얻어지는 최빈값을 이용하는 방법은 계산상의 부

담이 지나치게 큰 방법이므로 적합한 방법으로 볼 수 없다. 저자들은 식 (3.6)의 {α̂}T
t=1

이외에 Eraker (2001)에서와유사하게 αt−1+αt+1
2 를후보점으로이용하는방법을고려하였

으나, {α̂}T
t=1에비해성과가좋지않음을확인할수있었다. {α̂}T

t=1를후보점으로이용하

는 방법은 Pitt and Shephard (1999)의 APF에서 관측확률밀도함수를 근사하는 후보점을
선택하는방법을고려한것이다.
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이상에서논의한 {αt}T
t=1의사후표본생성과정에서다루기어려운부분에

해당하는관측치의확률밀도함수를 1단계-NR알고리듬을적용하여근사적인

정규분포 확률커널을 얻는 방법이 이용되고 있다. 코퓰러확률밀도함수가 αt

에대하여전역적오목(globally concave)이아니므로 1단계-NR알고리듬을이

용하는 근사에서 양의 확률로 2계도함수가 비음이 될 수 있다. 이 경우 NR

알고리듬이 아닌 다른 최적화방법으로 lnp(ut | αt)의 최빈값을 찾는 방법을

이용할 수 있으나 최적화 시간이 많이 소요될 수 있다. 모형설정 오류가 심각

하지 않다면, αt의 사전확률밀도함수로부터 얻어지는 식 (3.6)의 예측치를 1

단계-NR알고리듬의후보점으로이용하는방법은심각한문제를유발하지않

는다. 2계도함수가 비음이 되는 경우 1계도함수만을 이용하는 1단계-BHHH

알고리듬(one step Berndt-Hall-Hall-Hausman algorithm)을이용할수있다.이

경우식 (3.7)에서 − ∂ 2lnp(ut |αt)

∂α2
t

∣∣
αt=α̃t

를
(

∂ lnp(ut |αt)
∂αt

∣∣
αt=α̃t

)2
으로대체하게된다.

2계도함수가 비음인 경우 이와 같이 1단계-BHHH알고리듬을 적용하여 얻은

정규분포 근사가 좋지 않을 수 있고 이에 따라 사후표본추출의 효율성 또한

좋지 않을 수 있다. 그러나 ARMH알고리듬에서는 근사가 좋지 않은 후보생

성확률밀도함수 이용에 따른 표본추출의 비효율성이 MH채택확률을 통해서

조정될수있다.예외적인상황에서의 1단계-BHHH알고리듬을이용한근사가

αt의사후표본추출의전반적인효율성을심각하게훼손하지않음을모의실험

을 통해 확인할 수 있었다. 목표사후확률밀도함수(target posterior probability

density function)에 대한 정규분포 근사를 이용하므로 근사의 정도(accuracy)

에 따라 전반적인 사후표본추출의 효율성이 결정된다. 전반적인 사후표본추

출의 효율성 훼손이 심각하지 않다는 것은 전반적인 αt 근사의 정도에 크게

영향을미치지않음을의미한다.
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3.3.2파라미터 ψc =
{

µ,φ ,σ2
η ,ν
}
의사후표본추출

{α}T
t=1가 주어진 경우, 쉽게 파라미터 ψc =

{
µ,φ ,σ2

η ,ν
}
의 사후표본을

생성할수있다. µ와 σ2
η의사후조건부확률밀도함수는각각다음과같다.

π(µ | {α}T
t=1 ,φ ,σ

2
η) = N(bµ ,Bµ) (3.10)

π(σ2
η | {αt}T

t=1 ,φ ,µ)= IG
(

n0 +T
2

,
s0 +∑

T
t=2(αt −µ−φ(αt−1−µ))2 +(1−φ 2)(α1−µ)2

2

)
(3.11)

식 (3.10)에서 Bµ =
(

1
B0µ

+ (1−φ 2)+(T−1)(1−φ)2

σ2
η

)−1
, bµ =Bµ

(
b0µ

B0µ
+

α1(1−φ 2)+(1−φ)∑
T
t=2(αt−φαt−1)

σ2
η

)
이다.

φ를직접사후표본추출할수없으므로MH알고리듬(Metropolis-Hastings)

알고리듬으로생성할수있다. MH알고리듬의후보생성확률밀도함수는다음

과같다.

q(φ) = T N(−1,1)

(
Bφ

[
b0φ

B0φ

+
1

σ2
η

T

∑
t=2

(αt −µ)(αt−1−µ)

]
,Bφ

)
(3.12)

여기에서 Bφ =
(

1
B0φ

+ 1
σ2

η
∑

T
t=2(αt−1−µ)2

)
이다. 식 (3.12)의 후보생성확률밀

도함수로부터생성한후보표본 φ ∗를다음과같은채택확률로채택하면된다.
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αMH(φ ,φ
∗) = min

{
1,

p(α1 | µ,φ ∗,σ2
η)

p(α1 | µ,φ ,σ2
η)

}
(3.13)

t코퓰러의경우,자유도 ν를사후표본추출하여야한다. ν의사후조건부확

률밀도함수는다음과같다.

π(ν | {ut ,αt}T
t=1) ∝

T

∏
t=1

p(ut | Λt(αt),ν)π(ν) (3.14)

식 (3.14)로부터 직접 사후표본추출 할 수 없으므로 ν의 로그사후확률밀도함

수의 최빈값(model) ν̂에서 라플라스근사(Laplace approximation)를 이용하는

IMH알고리듬(independent Metropolis-Hastings algorithm)으로사후표본을생

성할수있다.후보생성확률밀도함수와MH채택확률은다음과같다.

q(ν) = T N(2,∞)(ν̂ ,V (v̂)), V (ν̂) =−∂ 2lnπ(ν | {ut ,αt}T
t=1)

∂ν2

∣∣∣∣
ν=ν̂

(3.15)

αMH(ν ,ν
∗) = min

{
1,

π(ν∗ | {ut ,αt}T
t=1)q(ν)

π(ν | {ut ,αt}T
t=1)q(ν∗)

}
(3.16)

3.4모형진단과비교를위한파티클필터

비선형비정규 상태공간모형인 확률코퓰러모형 진단과 비교를 위해 파티

클필터를이용할수있다.금융시계열분석에서파티클필터는확률변동성모형

진단과베이지언모형비교에필요한 PIT와주변우도를계산하는데이용되었

다(Kim et al. (1998), Chib et al. (2002), Chib et al. (2006), Omori et al. (2007)
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등). 파티클필터7는 계산이 어렵거나 불가능한 상태변수의 예측 및 필터확률

밀도함수(predicted and filtered probability density function of state variables)

를가중이산표본(weighted discrete samples)으로근사하는데사용된다.

관측치벡터를 yt , 마르코프과정을 따르는 미관측상태변수벡터를 αt라 하

면,일반적인상태공간모형은다음과같은확률밀도함수로표현될수있다.


p(α1)

p(αt+1 | αt) , t = 1, · · · ,T −1

p(yt | αt) , t = 1, · · · ,n

(3.17)

여기에서 p(α1)와 p(αt+1 | αt)는 각각 상태변수의 초기확률밀도함수와 전이

확률밀도함수, p(yt | αt)는관측확률밀도함수를나타낸다.확률밀도함수로표

현된식 (3.17)은식 (3.1)의확률코퓰러모형과부합하는구조를가지고있음을

알수있다.식 (3.17)에서 {αt}n
t=1가주어졌을때, {yt}n

t=1들은서로독립인것

으로 가정된다. 상태변수에 대한 파티클필터링에서 파라미터는 주어진 것으

로가정되므로식 (3.17)에서파라미터를생략하였다.베이즈정리를이용하면

t기까지의상태변수 α1:t의필터확률밀도함수 p(α1:t | Yt)를다음과같이쓸수

있다.

p(α1:t | Yt) =
p(yt | αt)p(αt | αt−1)

p(yt | Yt−1)
p(α1:t−1 | Yt−1) (3.18)

여기에서 α1:t = {α1, · · · ,αt}, Yt = {y1, · · · ,yt}, p(yt | Yt−1) =
∫

p(yt | αt)p(αt |

αt−1)p(α1:t−1 | Yt−1)dα1:t이다. 일반적인 상태공간모형의 필터링은 식 (3.18)

을이용하는다음과같은상태변수의확률밀도함수에대한예측과갱신과정

7 파티클필터에 대한 보다 자세한 논의는 Cappé et al. (2007), Creal (2009) 그리고 Doucet
and Johansen (2011)등을참조할수있다.
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으로구성된다.


p(αt | Yt−1) =

∫
p(αt | αt−1)p(α1:t−1 | Yt−1)dα1:t−1 · · ·(p)

p(αt | Yt) =
p(yt |αt)p(αt |Yt−1)

p(yt |Yt−1)
· · ·( f )

(3.19)

파티클필터는 t기의 새로운 관측치 yt가 관측되었을 때 식 (3.18)에서 계산이

어렵거나 불가능한 t− 1시점의 필터확률밀도함수(filtered probability density

function) p(αt−1 | Yt−1)를근사하는이산가중표본
{

α
(i)
t−1, w(i)

t−1

}N

i=1
을 t시점의

필터확률밀도함수 p(αt | Yt)를근사하는이산가중표본
{

α
(i)
t , w(i)

t

}N

i=1
로갱신

하는 시뮬레이션 기반 필터링방법이다. 상태변수의 예측과 갱신과정에서 이

산표본의가중치
{

w(i)
t

}N

i=1
은 ∑

N
i=1 w(i)

t = 1을충족한다.

일반적으로 상태변수 {αt}n
t=1의 필터확률밀도함수를 계산하거나 이로부

터 직접표본을 추출하는 것이 불가능하므로 p(α1:t | Yt)의 서포트(support)를

포함하는 다음과 같은 중요확률밀도함수(importance density)를 가지는 순차

중요표본추출법(sequential importance sampling, SIS)이이용된다.

q(α1:t | Yt) = q(αt | α1:t−1,Yt)q(α1:t−1 | Yt−1) (3.20)

식 (3.20)을중요확률밀도함수로이용하는경우식 (3.18)의목표확률밀도함수

에대한중요가중치(importance weights)를다음과같이쓸수있다.

w(i)
t ∝

p(yt | α(i)
t )p(α(i)

t | α
(i)
t−1)

q(α(i)
t | α

(i)
1:t−1,Yt)

w(i)
t−1 (3.21)

여기에서w(i)
t =

p(α(i)
1:t |Yt)

q(α(i)
1:t |Yt)
으로 i번째표본의중요가중치이다.일반적으로 p(α1:t |
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Yt)를 근사하는 q(α1:t | Yt)또한 {αt}n
t=1가 주어졌을 때 {yt}n

t=1들이 서로 독립

이고 αt가 마르코프 성질을 충족하도록 선택되므로 식 (3.21)의 분모에 포함

된 t시점의중요확률밀도함수 q(α(i)
t | α

(i)
1:t−1,Yt)는 q(α(i)

t | α
(i)
t−1,yt)으로축약될

수 있다. SIS알고리듬을 이용하는 경우 시간이 경과함에 따라 하나의 가중치

를 제외한 나머지 가중치들이 0이 되는 퇴화(degeneracy)가 발생하므로 이를

완화하는 방법으로 리샘플링(resampling)이 이용된다. 파티클필터의 필터확

률밀도함수에대한근사정도(approximation accuracy)와효율성(efficiency)은

중요확률밀도함수와리샘플링방법선택에크게영향을받을수있다.

본연구에서는 Pitt and Shephard (1999)에서제안된보조파티클필터(aux-

iliary particle filter)를이용한다.보조파티클필터에서이용하는중요확률밀도

함수는다음과같다.

q(yt | α(i)
t−1)q(α

(i)
t | α

(i)
t−1,yt)≡ p(yt | α̂(i)

t−1)p(α(i)
t | α

(i)
t−1) (3.22)

여기에서 α̂
(i)
t−1는 p(αt | α(i)

t−1)의평균,최빈수,중위수등을나타낸다.식 (3.22)

를이용하는보조파티클필터는다음과같이요약될수있다.

[표 3.2]의알고리듬에서는다음과같이정의되는Kong et al. (1994)의 ESS(effective

sample size)가 미리 정한 기준(threshold) 보다 작아지는 경우 리샘플링을 수

행한다.

ESS =

(
N

∑
i=1

(w(i)
t )2

)−1

(3.23)

추가적인리샘플링은몬테카를로분산을증가시키므로매시점리샘플링을수

행하는것은바람직하지않다(Carpenter et al. (1999), Pitt and Shephard (2001)).

식 (3.23)의 ESS는 1과 N사이의 값을 가진다. 일반적으로 ESS가 0.5N또는
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[표 3.2]보조파티클필터(auxiliary particle filter)
1

[Step 0] input
{

α
(i)
t−1,w

(i)
t−1

}N

i=1
[Step 1] compute and normalize the unnormalized weights

π̃
(i)
t−1 = p(yt | α̂(i)

t−1)w
(i)
t−1 , i = 1, · · · ,N

π
(i)
t−1 = π̃

(i)
t−1/∑

N
j=1 π̃

(i)
t−1 , i = 1, · · · ,N

[Step 2] resample
{

α
(i)
t−1

}N

i=1
with the weights

{
π
(i)
t

}N

i=1

[Step 3] draw α
(i)
t ∼ p(αt | α(i)

t−1) , i = 1, · · · ,N
[Step 4] compute and normalized the unnormalized weights

w̃(i)
t = p(yt |α(i)

t )

p(yt |α̂(i)
t−1)

, i = 1, · · · ,N

w(i)
t = w̃(i)

t /∑
N
j=1 w̃( j)

t , i = 1, · · · ,N
[Step 5] compute ESS

if ESS < Threshold
resample

{
α
(i)
t ,w(i)

t

}N

i=1
and set w(i)

t = 1/N

[Step 6] output
{

α
(i)
t ,w(i)

t

}N

i=1
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0.75N보다 작아지는 경우 리샘플링을 수행한다. [표 3.2] [step 5]에서와 같이

리샘플링을수행하면가중치가 w(i)
t = 1/N이된다는점에주의할필요가있다.

t − 1시점의 이산가중표본과 가중치
{

α
(i)
t−1,w

(i)
t−1

}N

i=1
가 주어지면 p(αt |

α
(i)
t−1)로부터 α

(i)
t 를 생성하는 방법으로 다음과 같이 로그우도(log-likelihood)

를계산할수있다.

log p(yt | y1:t−1) =
∫

log p(yt | αt)p(αt | y1:t−1)dαt '
N

∑
i=1

w(i)
t−1log p(yt | α(i)

t )

(3.24)

여기에서 yt와Yt는각각 t시점의관측치와이에대한확률변수, y1:t−1 = {y1, · · · ,yt−1}

이다.

3.5확률코퓰러모형비교방법

코퓰러모형을 이용한 확률변수들간의 연관성 추론에서는 코퓰러 선택에

따라 포착할 수 있는 비대칭적 연관성과 꼬리 연관성이 크게 영향을 받을 수

있으므로다양한코퓰러모형에대한비교가필수적이다.본절에서는베이지

언접근법과고전적접근법에서식 (3.2)의확률코퓰러모형비교에이용할수

있는방법을논의하기로한다.
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3.5.1베이지언모형비교 8

일반적인베이지언모형비교에는주변우도의비로얻어지는베이즈팩터

를이용할수있다.그러나식 (3.1)과같은비선형비정규상태공간모형의경우

베이즈팩터를 추정하는 과정이 다소 복잡할 수 있다. 식 (3.2)와 같은 모형에

대한 베이지언 모형비교를 위해서는 베이즈팩터를 추정하는 데 필요한 주변

우도를먼저추정하는것이필요하다.주변우도를추정하는다양한방법들이

제시되었으나본연구에서는 Chib (1995)를일반화한 Chib and Jeliakov (2001)

의 방법으로 주변우도를 추정한다. Chib (1995)는 모형에 포함된 파라미터에

대한전체사후조건부확률밀도함수(full conditional posterior density functions)

를알수있는경우깁스샘플링을이용하여얻은사후표본을이용하여베이지

언 가설검정과 모형비교에 필요한 주변우도를 추정하는 방법을 제시하였다.

Chib and Jeliakov (2001)은 Chib (1995)를 일반화하여 파라미터 사후표본추

출에MH알고리듬이이용되는경우에도사후표본을이용하여주변우도를추

정하는 방법을 제시하였다. 주변우도를 추정하기 위한 추가적인 알고리듬과

프로그램을필요로하지않지만, Chib (1995)와 Chib and Jeliakov (2001)의주

변우도 추정 방법에는 순차적으로 축약된 사후표본추출(sequentially reduced

posterior sampling)이필요하므로추정에시간이많이소요될수있다.

Chib and Jeliakov (2001)은 Chib (1995)에서와같이다음과같은기초로그

우도항등식(basic log-marginal likelihood identity)을이용한다.

8 Berg et al. (2004)에서 확률변동성모형비교를 위해 이용한 Spigelhater et al. (2002)의
DIC(deviance information criterion)를확률코퓰러모형비교에이용하는것은바람직하지
않다.왜냐하면DIC는상태변수의모수설정(parameterization)에크게영향을받는경향이
있기때문이다.본문에서논의한바와같이확률코퓰러모형에서는연관성파라미터가적
절한 정의역을 가지도록 상태변수를 변환하는 변환함수가 이용되는데 각 코퓰러모형들

마다이변환함수가상이하기때문이다.
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logm(y) = log p(y | θ ∗)+ logπ(θ ∗)− logπ(θ ∗ | y) (3.25)

여기에서 y = {y1, · · · ,yn}, m(y) =
∫

p(y | θ)π(θ)dθ이다. 식 (3.25)에서 우변

의 첫 번째와 두 번째 항은 각각 항은 θ ∗에서 평가한 로그우도와 로그사전

확률밀도함수를, 그리고 세 번째 항은 θ ∗에서 평가한 로그사후확률밀도함수

를나타낸다. Chib and Jeliakov (2001)은국지적가역성조건(local reversibility

condition)을이용하여 MH알고리듬으로사후표본을생성했을때식 (3.25)의

우변의 세 번째 항을 계산하는 방법을 제시하였다. 주변우도 추정에 대한 보

다 자세한 논의는 Chib and Jeliakov (2001)에 제시되어 있으므로 생략하기로

한다.

식 (3.1)과 같은 확률코퓰러모형들은 기본적으로 비내포모형(non-nested

model)이므로 베이지언 모형비교를 위해 Chib and Jeliakov (2001)에서와 같

은주변우도추정치로구한베이즈팩터를이용하여야한다.그러나가우시언

코퓰러는 t코퓰러의 내포모형이므로 보다 간단한 방법으로 베이즈팩터를 추

정할수잇다. Jacquier et al. (2004)는두꺼운꼬리를가지는수익률분포확률

변동성모형 검정을 위한 베이즈팩터를 계산하는 간편한 방법을 제시하였다.

사전확률밀도함수를 식 (3.2)와 같이 설정하는 경우, Jacquier et al. (2004)의

내포모형비교방법을가우시언코퓰러와 t코퓰러모형비교에이용할수있다.

t코퓰러모형을MF ,가우시언코퓰러모형을MB라하면,두모형을비교하는베

이즈팩터는다음과같다.
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BFBF =

∫
pB(U |Θ)πB(Θ)dΘ

p(U |MF)
=
∫

ν

(∫
Θ

pB(U |Θ)πB(Θ)

p(U |MF)
dΘ

)
πF(ν)dν

(3.26)

=
∫

ν

∫
Θ

pB(U |Θ)πB(Θ)πF(Θ,ν |U)πF(ν)

pF(U |Θ,ν)πF(Θ,ν)
dΘdν

=
∫ ∫ pB(U |Θ)π(Θ)

pF(U |Θ,ν)π(Θ,ν)
πF(Θ,ν |U)dΘdν

여기에서U = {u1t ,u2t}T
t=1이며, πB(Θ |MB)와 πF(Θ,ν)는각모형의파라미터

에대한사전확률밀도함수를나타낸다.그리고 Θ는 t분포의자유도 ν를제외

한 t코퓰러모형MF에포함된파라미터와시변연관성파라미터 {ρ}T
t−1를포함

한다.식 (3.26)에서두번째행은 p(U |MF) = pF(U | θ ,ν)πF(θ ,ν)/πF(θ ,ν |

U)를이용한것이다.위식을이용하면 BFBF는다음과같이쓸수있다.

BFB|F =
p(U |MB)

p(U |MF)
= E[Θ,ν |U ]

[
pB(U |Θ,MB)πB(Θ |MB)

pF(U |Θ,ν ,MF)πF(Θ | ν ,MF)

]
(3.27)

여기에서 E[Θ,ν |U ][·]는 MF모형의사후확률밀도함수 πF(Θ,ν |U)에대한기대

치를나타낸다.그러므로자유도에제약이부과되지않은 t코퓰러모형의사후

확률밀도함수 πF(Θ,ν |U)로부터생성한 G개의사후표본을이용하여다음과

같이베이즈팩터를얻을수있다.

BFB|F =
1
G

G

∑
g=1

(
pB(U |Θ(q),MB)πB(Θ

q |MB)

pF(U |Θ(q),ν(q),MF)πF(Θ(q) | ν(q),MF)

)
(3.28)
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가우시언 코퓰러모형과 t코퓰러모형 비교는 매우 중요한 의미를 가지고

있다.왜냐하면 Hafner and Manner (2012)는 Manner and Seger (2011)의타원

분포 혼합코퓰러모형의 꼬리 연관성이 가지는 ‘near asymptotic dependence’

특성을 가지는 가우시언 확률코퓰러모형이 연관성 파라미터가 불변인 코퓰

러모형이 포착하는 극단적인 꼬리 연관성을 충분히 포착할 수 있음을 실증

분석을 통해 확인하였기 때문이다. 가우시언 확률코퓰러모형과 t확률코퓰러

모형을 비교하였을 때 t확률코퓰러모형이 선택되는 것은 가우시언 확률코퓰

러모형이충분히포착하지못한극단적인꼬리연관성이여전히남아있음을

의미한다.

3.5.2고전적접근법의모형비교

고전적인 접근법에서 Rivers and Vuong (2002)에서 제시된 방법으로 확

률코퓰러모형들을 비교하는 것이 가능하다. Rivers and Vuong (2002)는 다양

한 비내포 비선형 동태모형에 대한 비교방법을 제시하였다. 특히, Rivers and

Vuong (2002)의비교방법은귀무가설과대립가설하의모형이모두모형설정

오류를가지는경우에도적용할수있다는장점을가지고있다.

Rivers and Vuong (2002)는최우추정법으로추정된두모형의로그우도가

같다는 귀무가설 하에서 다음과 같이 로그우도함수 표본평균의 차가 표준정

규분포를따른다는것을보였다.

√
T
[
(logL(θ̂1T ;M1)− logL((θ̂2T ;M2)

]
σ̂T

d→ N(0,1) (3.29)

여기에서 logL(θ̂iT ;Mi) = T−1
∑

T
t=1 logL(yt ; θ̂iT )이며,

σ̂2
T =Var

(√
T
[
(logL(θ̂1T ;M1)− logL((θ̂2T ;M2)

])
이다. σ̂2

T의추정치로는Newey
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and West (1987, 1994)와 Andrews (1991)의 HAC(Heteroskedasticity and auto-

correlation consistent) 추정치를 이용할 수 있다. River and Vuong (2002) 모

형비교방법의장점은파라미터추정에따른불확실성을고려하지않고모형

비교가 가능하다는 점이다. 무정보에 가까운 사전확률밀도함수를 이용하여

확률코퓰러모형에 대한 베이지언 추정을 한 경우, 파라미터들의 사후표본평

균을파라미터최우추정치로볼수있다9.따라서보조파티클필터를통해얻은

로그우도를이용하여 Rivers and Vuong (2002)에서제시된방법으로확률코퓰

러모형들을비교할수있다.

Rivers and Vuong (2002)와유사한맥락에서 Johannes et al. (2009)는파티

클필터로추정한우도를이용하여확률변동성모형을비교하는방법을제안하

였다. Johannes et al. (2009)의 모형 비교 방법은 확률코풀러모형에도 적용가

능하다. Johannes et al. (2009)는다음과같은순차우도비(sequential likelihood

ratio)를 이용하여 비교 대상 모형이 관측된 자료를 충분히 설명하지 못하는

기간을식별할수있다고주장하였다.

LRi, j(t) =
L(yt |Mi)

L(yt |M j)
=

p(yt |Mi)

p(yt |M j)
×LRi, j(t−1) (3.30)

여기에서 yt = {y1, · · · ,yt}이며, L(yt |Mi)는주어진파라미터값에서파티클필

터를이용하여구한 t기까지의우도함수를나타낸다.그러므로순차우도비를

이용하여각확률코퓰러모형의주어진자료에대한상대적인설명력을비교할

수있다.

9 무정보사전확률밀도함수를이용한경우에도소표본에대한베이지언추론의경우,파라
미터들의 사후표본평균을 최우추정치로 볼 수 없다. 이를 지적해준 익명의 심사자에게
감사를 표한다. 무정보사전확률밀도함수가 아닌 사전확률밀도함수를 이용하는 경우에
도 우도함수의 정보가 사전확률밀도함수를 압도하는 대표본을 이용한 베이지언 추론의

경우 파라미터들의 사후표본평균으로 얻어지는 파라미터 추정치를 최우추정치로 볼 수

있다.
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4.모의실험

본절에서는모의실험을통해본연구에서제안하는MCMC알고리듬으로

생성한파라미터들의사후표본의특성을살펴봄으로서MCMC알고리듬의성

과와정도(accuracy)를살펴보기로한다.모의실험을위한각확률코퓰러모형

들의파라미터값들을다음과같이설정하였다.

i) Gaussian µ = 1.0, φ = 0.97, ση = 0.1 (4.1)

ii) Student− t µ = 1.0, φ = 0.97, ση = 0.1, ν = 7.0

iii) Clayton µ = 1.0, φ = 0.97, ση = 0.1

iv) Frank µ = 5.6, φ = 0.97, ση = 0.5

v) Gumbel µ = 1.0, φ = 0.97, ση = 0.1

vi) Plackett µ = 2.0, φ = 0.98, ση = 0.13

위와같은파라미터값설정은Hafner and Manner (2012)에서실증분석한 1990

년 03월 26일 2000년 03월 23일기간의Dow Jones지수와Nasdaq지수수익률

자료에대한분석결과를고려한것이다. Frank코퓰러와 Plackett코퓰러모형의

경우,소표본에서파라미터추정치들이다소불안정한특성을보이는경향이

있으므로 T = 2,000의자료를생성하였다.나머지코퓰러모형들은 T = 1,000

크기자료를생성하여모의실험을수행하였다.식 (4.1)과같은파라미터설정

하에자료를생성한다음본연구의 MCMC알고리듬으로파라미터들의사후

표본을추출하는모의실험을 1,000회수행하였다.모의실험에서다음과같이

파라미터들의사전확률밀도함수를설정하였다.
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

π(µ) = N(0,104)

π(φ) = T N(−1,1)(0,102)

π(σ2
η) = IG(2.5,0.025) ,

(
π(σ2

η) = IG(2.5,0.25)
)

(π(ν) = G(5,0.5) I(ν > 2))

(4.2)

식 (4.2)의 사전확률밀도함수에서 σ2
η과 ν를 제외한 다른 파라미터들의 사전

확률밀도함수는 실질적으로 무정보에 가깝다. σ2
η의 사전확률밀도함수에서

Frank코퓰러와, Plackett코퓰러의 경우에는 π(σ2
η) = IG(2.5,0.025)의 사전확

률밀도함수를,그외모형들의경우에는 π(σ2
η) = IG(2.5,0.25)의사전확률밀

도함수를설정하였다. ν의경우에는식별이용이할수있도록평균이 10이고

분산이 20인 감마분포로 설정하였다. 모의실험에서 사후표본의 충분한 수렴

위해총 10만개의사후표본을생성한후초기 5만개를제외한나머지 5만개의

표본에서 10개마다하나씩선택하여얻어지는 5천개를사후추론에이용하였

다.이와같은방법으로얻어진천개의사후평균(posterior mean)에대한요약

통계량은 [표 4.1]과 [그림 4.1]에수록되어있다. [표 4.1]에서 4열∼8열은각각

1,000회의생성자료를분석하여얻은확률코퓰러모형파라미터들의사후평균

의평균(mean),표준편차(standard deviation), 95% HPD구간(highest probabili-

tydensity interval), RMSE(root mean squared error), MAPE(mean absolute per-

centage error)를 수록한 것이다. 그리고 [그림 4.1]은 각 확률코퓰러모형들의

파라미터 사후평균의 히스토그램과 함께 커널확률밀도함수(empirical kernel

density)를도시한것이다.각패널에서수직선과그림위의수치는참파라미터

값을나타낸다. [표 4.1]과 [그림 4.1]에수록된모의실험결과는소표본임에도

불구하고 전반적으로 본 연구에서 제시한 MCMC알고리듬이 효과적으로 각
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확률코퓰러모형을추정하고있음을보여준다. [표 4.1]과 [그림 4.1]에서 t확률

코퓰러모형10의자유도ν 의경우,전반적으로약한과다추정의경향을보이고

있다. 이는 분석자료의 크기가 T = 1,000으로 작은 것에 기인한 것으로 판단

된다.

10 확률코퓰러모형에 대한 베이지언 추론에는 다른 확률코퓰러모형보다 많은 시간이 소요

되는단점이있다. T = 2,000의자료에대한사후표본추출에서다른모형들의경우,인텔
i7-4790 CPU와 32G메모리를장착한데스크탑컴퓨터에서 10만개의사후표본추출에약
7∼10분 정도 소요되었으나, t확률코퓰러모형의 경우에는 동일한 크기의 사후표본추출
에 약 50∼70분정도 소요되었다. 참고로 본 연구의 베이지언 추론 프로그램은 C언어로
작성된것이다.
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[표 4.1]모의실험결과

Copula 파라미터 참파라미터 평균 표준편차 HPD95 RMSE MAPE

Gaussian
µ 1.0 1.0004 0.1104 (0.7847, 1.2072) 0.1103 8.8833
φ 0.97 0.9619 0.0159 (0.9297, 0.9852) 0.0178 1.2772

ση 0.1 0.1093 0.0150 (0.0849, 0.1435) 0.0177 13.3969

Student-t

µ 1.0 1.0006 0.1058 (0.7923, 1.2034) 0.1057 8.4421
φ 0.97 0.9587 0.0166 (0.9230, 0.9852) 0.0200 1.5192

ση 0.1 0.1138 0.0175 (0.0852, 0.1512) 0.0223 17.2350
ν 7.0 9.10 2.05 (5.46, 13.18) 2.9283 33.3976

Clayton
µ 1.0 1.0043 0.1091 (0.7630, 1.1849) 0.1091 8.7522
φ 0.97 0.9557 0.0218 (0.9061, 0.9855) 0.0261 1.8147

ση 0.1 0.1164 0.0198 (0.0837, 0.1585) 0.0257 19.0415

Frank
µ 5.6 5.5779 0.4030 (4.8229, 6.3244) 0.4034 5.8037
φ 0.97 0.9673 0.0130 (0.9401, 0.9889) 0.0133 1.0360

ση 0.5 0.4878 0.0974 (0.3233, 0.6888) 0.0981 15.5061

Gumbel
µ 1.0 1.0051 0.1079 (0.8112, 1.2348) 0.1079 8.6303
φ 0.97 0.9576 0.0195 (0.9188, 0.9877) 0.0231 1.6504

ση 0.1 0.1145 0.0193 (0.0818, 0.1546) 0.0241 18.0690

Plackett
µ 2.0 1.9970 0.1527 (1.6838, 2.2806) 0.1527 6.0818
φ 0.98 0.9750 0.0120 (0.9514, 0.9926) 0.0130 0.8990

ση 0.13 0.1350 0.0277 (0.0829, 0.1866) 0.0282 16.2809

주)표에서 4열∼8열은각각 1,000회의생성자료를분석하여얻은확률코퓰러모형
파라미터들의 사후평균의 평균(mean), 표준편차(standard deviation), 95%HPD구
간(highest posterior density interval), RMSE(root mean squared error), MAPE(mean
absolute percentage error)를수록한것이다.



92 확률코퓰러모형에대한베이지언추론

[그림 4.1]모의실험결과요약

µ φ ση ν

주)그림은각확률코퓰러모형들의파라미터사후평균의히스토그램과함께커널
확률밀도함수(empirical kernel density)를 도시한 것이다. 각 패널에서 수직선과
그림위의수치는참파라미터값을나타낸다.
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5.실증분석

본장에서는본연구의MCMC알고리듬을이용한실증분석결과를살펴보

기로한다.분석자료는 2003년 01월 03일 2014년 12월 30일기간의 KOSPI지

수와 HSCE지수로그차분수익률 rt = 100×(lnPt− lnPt−1)일간자료를이용하

였다.지수수익률들의연관성포착을위해두지수의시장이모두개장된거래

일의종가자료를이용하였다.자료의크기는 T = 2,846이다.지수수익률요약

통계량을 [표 5.1]에 수록하였다. [표 5.1]에서 JB는 자유도2의 Jarque-Bera정

규성검정통계량을 그리고, LB(10)과 ML(10)은 각각 자유도 10의 Ljung-Box

통계량과 McLeod-Li통계량을 나타낸다. 각 통계량 아래 ( )안의 수치는 p값

(p-values)이다. [표 5.1]을보면 KOSPI지수수익률은뚜렷한왜도와초과첨도,

변동성집중의 전형적인 특성을 보이고 있다. 이와 달리 HSCE지수 수익률은

초과첨도와변동성집중의전형적인특성을보이지만왜도는크지않다.이러

한 특성들은 Jarque-Bera검정통계량이 유의한 것으로 나타나고 있다. HSCE

지수 수익률의 경우, 자유도 10의 Ljung-Box통계량이 유의하므로 수익률에

계열상관이존재하는것으로볼수있다.

[표 5.1]지수수익률요약통계량 (2003년 01월 03일 2014년 12월 30일)

평균 표쥰편차 최대값 최소값
왜도 첨도 JB LB(10) ML(10)(skewness) (kurtosis)

KOSPI 0.0388 1.4389 -11.1720 11.2844 -0.4815 6.1037 4537.25 14.4197 1650.97
(0.0000) (0.1547) (0.0000)

HSCF 0.0624 2.0912 -15.0873 15.6056 -0.0635 6.7748 5455.71 40.1543 2124.03
(0.0000) (0.0000) (0.0000)

주) [표]에서 JB는 자유도2의 Jarque-Bera정규성검정통계량을 그리고 LB(10)과
ML(10)은 자유도 10의 Ljung-Box통계량과 McLeod-Li통계량을 나타낸다. 각 통
계량아래 ( )안의수치는 p값(p-values)이다.

2단계 추정으로 확률코퓰러모형을 추정하기 위해 먼저 개별 수익률에 대
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하여다음과같은로그확률변동성모형을추정하였다.



rt = µt + exp
(1

2 ht
)√

λtεt , εt ∼ N(0,1) t = 1, · · · ,T

ht+1 = µh +φh(ht −µ)+σhηt , ηt ∼ N(0,1) t = 1, · · · ,T

h1 ∼ N
(

µh,
σ2

h
1−φ 2

)
λt ∼ IG(ν/2,ν/2), t = 1, · · · ,T

corr(εt ,ηt) = ρ

(5.1)

여기에서 {ht}는로그조건부분산이며, λt는두꺼운꼬리를가지는 t분포를따

르는 조건부 수익률분포를 포착하기 위해 도입된 것이다. 식 (5.1)에서 µh는

로그조건부분산의 장기평균을, φh는 지속성을, σh는 로그조건부분산의 변동

성을,그리고 ρ는레버리지효과(leverage effect)를포착하는파라미터이다.식

(5.1)모형에대한베이지언추론을위해다음과같은사전확률밀도함수를설

정하였다.


π(µr) = N(0,102)

π(µ) = N(0,102), π(φ) = T N(−1,1)(0,102), π(ν) = G(5,0.5)I(2,∞)

π(ψ | ω2) = N(0, 1
2 ω2), π(ω2) = IG(2.5,0.025)

(5.2)

식 (5.2)의사전확률밀도함수에서
{

ψ,ω2
}
는제약이부과된 (εt ,σhηt)

′의공분

산행렬에 포함된
{

ρ,σ2
h

}
을 표본추출하기 위해 보조적으로 도입한 파라미터

이다. Jacquier et al. (2004)는 제약하의 공분산행렬에 포함된
{

ρ,σ2
h

}
을 표본

추출하기위하여 σhηt = ψεt +ωet , et ∼ N(0,1)의회귀식을이용하는방법을

제시하였다.이회귀식에서 ψ = ρσh, ω2 = (1−ρ2)σ2
h인데,이들파라미터의
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사전확률밀도함수를 π(ψ,ω2) = π(ψ | ω2)π(ω2)와같이쓸수있다.
{

ψ,ω2
}

을 사후표본추출할 수 있다면, ρ = ψ√
ψ2+ω2

, σ2
η = ψ2 +ω2의 일대일 대응관

계를이용하여
{

ρ,σ2
h

}
의사후표본을생성할수있다.

3장에서제시된확률코퓰러모형의미관측상태변수에대한사후표본추출

방법을식 (5.1)의확률변동성모형에준용할수있다.그리고미관측상태변수

가 주어졌을 때, 확률변동성모형의 파라미터에 대한 사후표본추출은 비교적

간단하다.식 (5.2)의사전확률밀도함수를이용하여,식 (5.1)의확률변동성모

형을 추정하였다. HSCE지수 수익률의 경우, 계열상관이 유의하므로 사전분

석을 통해 AR(1)필터를 이용하여 계열상관을 제거한 자료를 분석하였다. 식

(5.1)의모형에대한베이지언추론에는총 25만개의사후표본을생성한후,초

기 5만개의 표본을 제외한 나머지 20만개의 표본에서 10개마다 하나씩 취해

얻어지는 2만개의사후표본을이용하였다.

각모형의파라미터들에대한추정결과를 [표 5.2]와 [그림 5.1]에수록하

였다. [표 5.2]의 2열과 3열의각파라미터블록에서 1행은사후평균, 2행 ( )안

의수치는표준편차, 3행 [ , ]안의수치는 95% HPD구간, 4행 < >안의수치는

사후표본의전반부 10%표본과후반부 50%표본을비교하는 Geweke (1992)

의 수렴진단통계량(Geweke’s convergence diagnostic, CD)을 나타낸다. 수렴

진단통계량 CD는표준정규분포를따른다. [그림 5.1]의 (A)패널과 (B)패널은

각각 KOSPI지수와 HSCE지수 수익률에 대한 확률변동성모형 파라미터들의

사후표본에 대한 요약 그래프들을 도시한 것이다. 각 패널에서 1열 4열은 각

각 사후표본의 트레이스플롯(trace plot), 자기상관플롯(autocorrelation plot),

히스토그램과 커널확률밀도함수(empirical kernel density), 사후표본의 수렴

여부를판단할수있는 Bauwens and Lubrano (1998)의 CUSUM플롯을도시한

것이다. 트레이스플롯에서 굵은 실선은 사후표본의 궤적을 적합한 LOESS추
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정치이다.

[표 5.2]의 CD와 [그림 5.1]의 트레이스플롯, 자기상관플롯, CUSUM플롯

은 전반적으로 사후표본의 수렴에 문제가 없음을 보여주고 있다. [표 5.2]에

수록된 추정결과는 KOSPI지수 수익률의 레버리지효과가 HSCE지수 수익률

의그것보다더클뿐만아니라조건부수익률분포의꼬리또한더두꺼운것을

보여주고있다. [표 5.2]의추정결과는주가지수수익률확률변동성모형추정

치들이보여주는전형적인특징을보여주고있다.

[표 5.2]확률변동성모형에대한베이지언추론결과

KOSPI HSCE

µr

0.0562 0.0688
(0.0191) (0.0276)

[0.0190, 0.0937] [0.0160, 0.1237]
< 1.5170 > < 1.1064 >

µh

0.0970 0.8251
(0.1870) (0.2675)

[-0.2759, 0.4645] [0.3132, 1.3110]
< 0.2586 > <−0.057 >

φh

0.9820 0.9882
(0.0047) (0.0039)

[0.9727, 0.9910] [0.9804, 0.9956]
< 0.9155 > < 2.6038 >

σ2
h

0.0288 0.0192
(0.0062) (0.0045)

[0.0167, 0.0411] [0.0110, 0.0282]
<−0.251 > <−3.0396 >

ρ

-0.6149 -0.3026
(0.0548) (0.0815)

[-0.7194, -0.5084] [-0.4627, -0.1454]
< 1.3971 > < 1.5315 >

ν

13.220 15.4297
(2.6697) (3.4033)

[8.5111, 18.5995] [9.7741, 22.4937]
<−0.0736 > <−0.4633 >

주)표의 2열과 3열의각파라미터블록에서 1행은사후평균, 2행 ( )안의수치는표준편차,
3행 [ , ]안의 수치는 95% HPD구간, 4행 < >안의 수치는 사후표본의 전반부 10% 표본
과후반부 50%표본을비교하는 Geweke (1992)의수렴진단통계량(Geweke’s convergence
diagnostic, CD)을나타낸다.수렴진단통계량 CD는표준정규분포를따른다.
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[표 5.3]확률변동성모형에대한 Hong-Li (2005)검정결과

시차(p) M(1,1) M(2,2) M(3,3) M(4,4) M(1,2) M(2,1) W(p) Q(p)

KOSPI

20 0.7716 1.0998 1.5722 2.0010 0.8308 1.6381 18.4460 4.2245
25 0.9231 1.0901 1.4579 1.8004 0.7983 1.7130 20.4240 3.6410
30 1.0006 1.0303 1.3217 1.6058 0.7439 1.7066 20.8260 1.7489
35 1.1353 1.0052 1.2250 1.4602 0.7532 1.7373 22.6260 3.0205
40 1.3608 1.0346 1.1796 1.3656 0.8501 1.8280 23.9220 3.7940

HSCE

20 0.5195 0.1161 0.0381 -0.0392 0.4284 0.6283 -1.7385 -1.5920
25 0.7168 0.1776 0.0526 -0.0414 0.4776 0.7855 -2.5205 -0.7905
30 0.8462 0.2046 0.0608 -0.0356 0.4941 0.8697 -2.9586 -1.5232
35 0.9552 0.2163 0.0683 -0.0215 0.5016 0.9232 -3.0747 -0.8946
40 1.1233 0.2387 0.0790 -0.0074 0.5442 1.0005 -3.2207 0.4273

주) Hong-Li검정통계량은모두점근적으로표준정규분포를따르며,회색으로표
시된부분은 5%유의수준에서유의함을나타낸다.
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[그림 5.1]확률변동성모형파라미터들의사후표본요약
(A) KOPSI200

µr

µh

φh

σ2
h

ρ

ν

(B) HSCE
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φh

σ2
h

ρ

ν

주) 각 패널의 1열∼4열은 각각 사후표본의 트레이스플롯(trace plot), 자기상관플롯(autocorrelation

plot), 히스토그램과 커널확률밀도함수(empirical kernel density), 사후표본의 수렴여부를 판단할 수

있는 Bauwens and Lubrano (1998)의 CUSUM플롯을 도시한 것이다. 트레이스플롯에서 굵은 실선은

사후표본의궤적을적합한 LOESS추정치이다.
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Carpenter et al. (1996)의 체계적 리샘플링(systematic resampling)을 이용

하는 Pitt and Shephard (1999, 2001)의보조파티클필터(auxiliary particle filter)

로 추정한 확률변동성모형의 PIT의 일량성과 독립성을 검정하는 Hong and

Li (2005) 검정결과를 [표 5.3]에 수록하였다. PIT를 추정하기 위해 10만개

의 파티클을 이용하였다. 모형설정 오류가 없다는 귀무가설 하에 파티클필

터로 추정한 PIT는 독립적이고 동일한 표준일량분포(independent and identi-

cally distributed standard uniform distribution) i.i.d.U [0,1]을따른다(Rosenblatt

(1952)). Hong and Li (2005)검정은모형추정에따른불확실성에영향을받지

않는 장점이 있지만 비모수검정이므로 밴드폭(band width)에 해당하는 시차

(lag)를선택하여야한다. [표 5.3]에서 Q(p)와W(p)11는전반적인모형설정오

류를검정하는옴니버스통계량을나타낸다. M(1,1),M(2,2),M(3,3),M(4,4)

는각각수준,변동성,왜도,첨도의자기상관(autocorrelation)을검정하는통계

량으로,그리고M(1,2),M(2,1)은각각 ‘arch-in-mean’과 ‘leverage effect’를검

정하는통계량으로해석할수있다. Hong-Li검정통계량들은모두점근적으로

표준정규분포를따른다.시차선택에따른검정의민감도와검정의안정성을

살펴보기 위해 [표 5.3]에 20, 25, 30, 35, 40의 시차 선택에 따른 통계량들을

모두 제시하였다. [표 5.3]에서 회색으로 표시된 부분은 5% 유의수준에서 유

의함을나타낸다. [표 5.3]의검정결과는 HSCE지수수익률확률변동성모형에

모형설정 오류가 없다는 것을 보여주고 있다. 이와 달리 KOSPI지수 수익률

의 경우, M(4,4)와 M(2,1)이 5% 유의수준에서 유의하므로 조건부 4차적률

동학과레버리지효과측면에서모형설정오류가있음을보여주고있다.이에

따라 전반적인 모형설정 오류 여부를 검정하는 Q(p)와 W(p)가 5% 유의수준

에서 모두 유의한 것으로 나타나고 있다. 지면 제약으로 수록하지 않지만 포

11 표준정규분포를따르는W (p)통계량은W (p) = 1√
p ∑

p
j=1 Q( j)이다.
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아송점프를 포함하는 모형으로 확장하는 경우에도 결과는 달라지지 않았다.

그러므로 [표 5.2]에제시된추정치를이용하여보조파티클필터로추정한 PIT

를확률코퓰러모형추정을위한관측치로이용하기로한다.

확률변동성모형추정으로부터 얻은 PIT를 관측치로 보고 식 (3.1)의 확률

코퓰러모형에 대한 베이지언 추론을 하였다. 주가지수 수익률들의 연관성을

분석하므로 [표 2.1]에 수록된 코퓰러모형들 가운데 Gumbel은 180도 회전한

회전Gumbel코퓰러모형을 분석하였다. 확률코퓰러모형에 대한 베이지언 추

론을 위한 사전확률밀도함수는 식 (4.2)와 동일하게 설정하였다. 확률코퓰러

모형에 대한 베이지언 추론에는 총 25만개의 사후표본을 생성한 후, 초기 5

만개의표본을제외한나머지 20만개의표본에서 10개마다하나씩취해얻어

지는 2만개의사후표본을이용하였다.

[표 5.2]와 [그림 5.1]그리고 [그림 5.2]에각모형의파라미터들에대한추

정결과가수록되어있다. [표 5.4]의 2열 7열에수록된확률코풀러모형의각

파라미터블록에서 1행은사후평균, 2행 ( )안의수치는표준편차, 3행 [ , ]안

의수치는 95% HPD구간, 4행 < >안의수치는사후표본의전반부 10%표본

과후반부 50%표본을비교하는 Geweke (1992)의수렴진단통계량(Geweke’s

convergence diagnostic, CD)을 나타낸다. 수렴진단통계량 CD는 표준정규분

포를따른다. 6행의 log-likelihood는각모형파라미터의사후평균을파라미터

추정치로보고보조파티클필터로추정한로그우도를나타낸다.보조파티클필

터링에서이용한파티클의수는 10만개이다. 7행 3열의 log(BF)는가우시언코

퓰러와 t코퓰러모형을비교하는로그베이즈팩터로, ( , )안의수치는 95%신뢰

구간을 나타낸다. 8행은 Chib and Zeliakov (2001)의 방법으로 추정한 로그주

변우도를나타내며, ( )안의수치는델타법(delta method)으로구한표준오차를

나타낸다. [그림 5.2]의 (ⅰ) (ⅵ)패널에는 각 확률코퓰러모형 파라미터들의
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사후표본에대한요약그래프들을도시한것이다.각패널에서 1열 4열은각

각 사후표본의 트레이스플롯(trace plot), 자기상관플롯(autocorrelation plot),

히스토그램과 커널확률밀도함수(empirical kernel density), 사후표본의 수렴

여부를판단할수있는 Bauwens and Lubrano (1998)의 CUSUM플롯을도시한

것이다. 트레이스플롯에서 굵은 실선은 사후표본의 궤적을 적합한 LOESS추

정치이다. [그림 5.2]는 각 확률코퓰러모형 연관성 파라미터들의 사후평균과

95% HPD구간을도시한것이다. [표 5.4]의 CD와 [그림 5.2]의트레이스플롯,

자기상관플롯, CUSUM플롯을보면,사후표본의수렴에문제가없음을알수

있다.

[표 5.4]의파라미터추정결과에서각모형들의연관성파라미터들이강한

지속성을 가짐을 알 수 있다. [표 5.4]의 3열에 수록된 가우시언코퓰러모형을

내포모형으로포함하는 t코퓰러모형의자유도의사후평균이약 15.2로약하지

만 두꺼운 꼬리를 가지는 특성이 있는 것으로 추정되었다. 이는 ‘near asymp-

totic dependence’성질을가지는확률연관성파라미터로포착할수없는꼬리

연관성이존재함을의미한다.
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[표 5.4]확률코퓰러모형에대한베이지언추론결과

Gaussian Student-t Clayton Frank Rotated PlackettGumbel

µ

0.6716 0.6619 -0.2266 4.1662 -0.6820 1.8129
(0.0512) (0.0442) (0.0982) (0.3646) (0.1343) (0.0969)

[0.5878, 0.7519] [0.5770, 0.7508] [-0.4195, -0.0338] [3.4585, 4.8851] [-0.9400, -0.4464] [1.6159, 2.0004]
< 0.4844 > <−1.0303 > <−1.1618 > < 0.7757 > <−0.6561 > < 1.2965 >

φ

0.9460 0.9564 0.9319 0.9717 0.9693 0.9453
(0.0445) (0.0135) (0.0271) (0.0134) (0.0134) (0.0176)

[0.9139, 0.9751] [0.9302, 0.9810] [0.8774, 0.9766] [0.9456, 0.9939] [0.9432, 0.9933] [0.9099, 0.9756]
<−0.5947 > < 0.1085 > <−0.6284 > < 0.0105 > <−0.5448 > <−0.5331 >

σ2
η

0.0109 0.0076 0.0778 0.1849 0.0271 0.0512
(0.0234) (0.0026) (0.0384) (0.1034) (0.0134) (0.0175)

[0.0044, 0.0183] [0.0034, 0.0129] [0.0196, 0.1489] [0.0411, 0.3787] [0.0053, 0.0529] [0.0221, 0.0868]
< 0.6030 > < 0.0513 > < 0.7545 > < 0.0727 > < 0.7621 > < 0.5383 >

ν

15.1723
(3.6093)

[9.1904, 22.5849]
< 0.1133 >

log-likelihood 574.4153 578.2797 474.966 530.2226 544.2508 547.6925

log(BF)
-2.0853

(-2.3280, -1.8909)
log-marginal 562.0455 564.5658 461.1830 519.8996 532.1636 535.4776

likelihood (0.0511) (0.8033) (0.0364) (0.80257) (0.0473) (0.0327)

주) 각모형의 파라미터 블록에서 1행은 사후평균, 2행 ( )안의 수치는 표준편차, 3행 [ ]안의 수치는 95% HPD구간, 4행
< >안의수치는사후표본의전반부 10%표본과후반부 50%표본을비교하는 Geweke (1992)의수렴진단통계량(Geweke’s
convergence diagnostic, CD)을나타낸다.수렴진단통계량 CD는표준정규분포를따른다. 6행의 log-likelihood는각모형파
라미터의사후평균을파라미터추정치로보고보조파티클필터로추정한로그우도를나타낸다.보조파티클필터의파티클의
수는 10만개이다. 7행 3열의 log(BF)는가우시언코퓰러와 t코퓰러모형을비교하는로그베이즈팩터로, ( )안의수치는 95%
신뢰구간을나타낸다. 8행은 Chib and Zeliakov (2001)의방법으로추정한로그주변우도를나타내며,( )안의수치는델타법
(delta method)으로구한표준오차를나타낸다.
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[그림 5.2]확률코퓰러모형의연관성파라미터사후표본요약
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주) 각 패널의 1열∼4열은 각각 사후표본의 트레이스플롯(trace plot), 자기상관
플롯(autocorrelation plot),히스토그램과커널확률밀도함수(empirical kernel den-
sity), 사후표본의 수렴여부를 판단할 수 있는 Bauwens and Lubrano (1998)의
CUSUM플롯을 도시한 것이다. 트레이스플롯에서 굵은 실선은 사후표본의 궤적
을적합한 LOESS추정치이다.
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[그림 5.3]확률코퓰러모형의연관성파라미터사후표본요약

주)그림은확률코퓰러모형의연관성파라미터의사후평균과 95%HPD구간을도
시한 것이다. 그림에서 실선은 사후평균을, 회색으로 표시된 부분은 95%HPD구
간을나타낸다.
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확률코퓰러모형이 포착할 수 있는 비선형 및 꼬리 연관성이 코퓰러함수

선택에영향을받을수있으므로서로다른확률코퓰러모형을비교하는것이

필요하다. 먼저 [표 5.4]의 5행에 수록된 로그우도를 보면, t코퓰러모형의 로

그우도가가장큰것으로추정되었다.로그우도를기준으로보면, t코퓰러,가

우시언코퓰러, Plackett코퓰러,회전Gumbel코퓰러, Frank코퓰러, Clayton코퓰

러의순으로확률코퓰러모형들의적합성이좋은것으로나타나고있다.특히

[표 5.4]의 6행에수록된가우시언코퓰러와 t코퓰러모형을비교하는로그베이

즈팩터는약 -2.1로추정되었다. Kass and Raftery (1995)에따르면 2lnBFBF이

2∼6, 6∼10그리고 10보다큰경우,각각 ‘positive’, ‘strong’, ‘very strong’한것

으로해석할수있다.따라서가우시언코퓰러와 t코퓰러를비교하는약 -2.1의

로그베이즈팩터는 t코퓰러모형이 더 좋은 모형이라는 약한(positive) 증거를

보여주고있다.

[표 5.4]의 7행에수록된 Chib and Zeliakov (2001)의방법으로추정한로그

주변우도를 이용하여 각 모형들을 비교할 수 있다. Chib and Zeliakov (2001)

의방법으로로그주변우도를추정하기위해서는첫번째파라미터블록을제

외한 나머지 파라미터들의 블록에 대한 추가적인 축약사후표본추출(reduced

posterior sampling)이 필요하다. 본 연구에서는 5만개의 축약사후표본출에서

5개마다하나씩표본을취하여축약사후표본을생성하였다.그리고파라미터

블록은 ν , φ , σ2
η , µ로설정하였다. ν와 φ의사후표본출에만MH알고리듬을이

용하므로,이와같이파라미터블록을설정하는것이파라미터들의사후확률

밀도함수의값을추정하는데편리하다.모형들을비교하는로그베이즈팩터는

로그주변우도의차이다. [표 5.7]의로그주변우도를기준으로모형들을비교하

면, t코퓰러, 가우시언코퓰러, Plackett코퓰러, 회전Gumbel코퓰러, Frank코퓰

러, Clayton코퓰러의 순으로 모형들이 선택됨을 알 수 있다. Kass and Raftery
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(1995)의 기준으로 판단하면, 이들 모형들의 차이가 가장 작은 약 2.52의 가

우시언코퓰러와 t코퓰러를 비교하는 베이즈팩터조차도 t코퓰러모형이 선택

되는 약한 증거를 보여주고 있다. [그림 5.4]에는 각 모형들의 연관성 파라미

터사후표본을이용하여구한 τK와 ρS의순위상관계수들의사후평균을도시

하였다. [그림 5.3]에서 상단과 하단 패널은 각각 확률코퓰러모형의 ρK와 ρS

의 사후평균을 도시한 것이다. 그림에서 실선은 가우시언코퓰러, 쇄선은 t코

퓰러,점선은 Clayton코퓰러,일점쇄선은 Frank코퓰러,긴쇄선은회전Gumbel

코퓰러,그리고일점긴쇄선은 Plackett코퓰러의순위상관계수를나타낸다. [그

림 5.4]의순위상관계수의사후평균들은 Clayton코풀러모형으로추정한 ρK를

제외하고매우유사한값을가지는것으로나타나고있다.따라서통계적인기

준뿐만아니라경제적인기준을이용하여모형들을비교하는것이필요하다.

[표 5.5]와 [그림 5.5]는 각각 고전적 접근법에서의 확률코퓰러모형들을

비교하는 식 (3.29)의 Rivers and Vuong 검정과 식 (3.30)의 Johannes et al.

(2009) 순차우도비에 로그를 취한 로그순차우도비를 도시한 것이다. 15개의

모든쌍들을비교하는것이가능하지만, [표 5.4]의로그우도와주변로그우도

비의크기에의해모형들이선택되는순서로인접한모형들을서로비교하였

다. [표 5.5]에서 ( )안의수치는 p값을나타낸다.그리고 [그림 5.4]에서실선은

log(LRStudent,Gaussian),쇄선은 log(LRGaussian,Plackett),점선은 log(LRPlackett,Rotated−Gumbel),

일점쇄선은 log(LRRotated−Gumbel,Frank),그리고일점긴쇄선은 log(LRFrank,Clayton)

을 나타낸다. [표 5.5]에서 {가우시언코퓰러, t코퓰러 }, {Placket코퓰러, 회

전Gumbel코퓰러}, {회전Gumbel코퓰러, Frank코퓰러}의쌍에대한Rivers and

Vuong (2002)검정은유의하지않은것으로나타나고있다. [그림 5.5]의순차

로그우도비에서, log(LRFrank,clayton)는 Frank코퓰러모형이 Clayton코퓰러모형

에비해모든기간에걸쳐전반적으로우수함을보여주는반면, log(LRGaussian,Plackett)
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은 2007년 이후의 가우시언코퓰러모형이 Clayton모형에 비해 우수함을 보여

주고있다.

[그림 5.4]확률코퓰러모형들의순위상관계수사후평균

주)그림에서상단과하단패널은각각확률코퓰러모형의 ρK와 ρS의사후평균을
도시한것이다.그림에서실선은가우시언코퓰러,쇄선은 t코퓰러,점선은 Clayton
코퓰러,일점쇄선은 Frank코퓰러,긴쇄선은회전Gumbel코퓰러,그리고일점긴쇄
선은 Plackett코퓰러의순위상관계수를나타낸다.

본 장에서는 지리적, 정치적, 그리고 경제적으로 연관성이 강해지고 있는

한국과중국경제의연관성을고려하여 KOSPI지수와 HSCE지수수익률일간

자료에대한확률코퓰러모형을분석하였다.본실증분석은본연구의MCMC

알고리듬으로확률코퓰러모형들을추정하는것이가능하다는것을보여주는

예이다. 확률코퓰러모형의 경우 모형진단 또한 모형비교 만큼 중요하다. 본

연구는확률코퓰러모형에대한베이지언추론알고리듬과모형비교에초점을
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[표 5.5]고전적접근법의확률코퓰러모형비교

비교모형
Rivers and Vuong(2002)

검정통계량

lnLStudent−t − lnLGaussian
1.2895

(0.1973)

lnLGaussian− lnLPlackett
2.8382

(0.0046)

lnLPlackett − lnLRotatedGumbel
0.2516

(0.8014)

lnLRotatedGumbel− lnLFrank
0.8316

(0.4057)

lnLFrank− lnLClayton
2.7641

(0.0057)

주) ( )안의수치는 p값을나타낸다.

두고있으므로확률코퓰러모형진단에대한논의를의도적으로생략하였다.

고전적접근법의확률코퓰러모형진단에대한보다자세한논의는Manner

and Reznikov (2012)에서논의되고있다. Hafner and Manner (2012)는확률코

퓰러모형에대한 EIS-SML추정에서얻어지는미관측상태변수인연관성파라

미터의 EIS추정치를 이용하여 확률코퓰러모형을 진단하는 방법을 논의하였

다.그러나연관성파라미터의 EIS추정치는상태공간모형의상태변수에대한

평활추정치이므로이를이용한모형진단은엄밀성이다소결여된것으로볼

수있다. Manner and Reznikov (2012), Hafner and Manner (2012)에서논의된

고전적 접근법에서의 모형 진단은 파티클필터로 추정한 연관성 파라미터의

예측추정치를 이용하는 것이 보다 바람직하다. Patton (2013)은 일반적인 조

건부코퓰러모형에 대한 진단 방법에 대한 서베이에서 진단통계량의 분포를

얻기위해부트스트랩(bootstrap)을이용하는진단법들을제시하고있다.베이

지언추론을한경우,이러한고전적인접근법에서의모형진단방법을이용하
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[그림 5.5]확률코퓰러모형들의순차로그우도비(sequential log-likelihood ra-
tio)

주) 그림은 확률코퓰러모형들을 비교하는 순차로그우도비를 도시한 것

이다. 실선은 log(LRStudent,Gaussian), 쇄선은 log(LRGaussian,Plackett), 점선은
log(LRPlackett,Rotated−Gumbel), 일점쇄선은 log(LRRotated−Gumbel,Frank), 그리고

일점긴쇄선은 log(LRFrank,Clayton)을나타낸다.

기에는계산상의부담이지나치게크기때문에실질적으로이용하기어렵다.

저자들의지식범위에서베이지언접근법의확률코퓰러모형진단방법은현재

까지제시되지않았으므로현재로서는일반적인상태공간모형진단방법들을

이용할수있다.

본연구는 2변량확률코퓰러모형에대한베이지언추론에초점을두고있

다. Aas et al. (2009)는 Bedford and Cooke (2002)의 줄기코퓰러모형을 이용

하여 다변량 코퓰러모형을 구성하는 방법을 제시하였다. 본 연구에서 다룬 2

변량확률코퓰러모형을 Aas et al. (2009)의다변량코퓰러모형으로확장할수
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있을 것이다. 베이지언 접근법에서 2변량 확률코퓰러모형을 다변량모형으로

확장하는방법에대한연구는향후의후속연구주제로남겨두기로한다.

6.결론

본연구는연관성파라미터를미관측상태변수로가지는확률코퓰러모형

에대한베이지언MCMC알고리듬을제안하고,시뮬레이션을통해본연구에

서제안한알고리듬의성과를제시하였다.본연구의베이지언추론알고리듬

은 기존 연구에서 제시된 알고리듬보다 일반적인 확률코퓰러모형을 추정할

수있는알고리듬이다.자산가격수익률의전형적인특성을포착하는확률변

동성모형과함께확률코퓰러모형은자산가격수익률들의비대칭·비선형꼬리

연관성의전형적인특성을포착할수있는모형이다.최근코퓰러모형을이용

한 리스크관리와 파생상품 가격결정에 대한 연구가 활발하게 진행되고 있다

(Cherubini et al. (2012)). 기존의 확률변동성모형에 대한 연구와 함께 본 연

구에서 제안한 확률코퓰러모형에 대한 베이지언 추론 알고리듬은 재무·금융

분야의응용에기여할수있을것으로생각된다.

본 연구의 알고리듬을 이용한 실증분석으로 KOSPI지수와 HSCE지수 수

익률일간자료에대한확률변동성모형과확률코퓰러모형을분석하였다.가우

시언코퓰러, t코퓰러, Clayton코퓰러, Frank코퓰러,회전Gumbel코퓰러, Plack-

ett코퓰러의 확률코퓰러모형에 대한 베이지언 추정과 모형비교 결과, t코퓰

러모형이 가장 좋은 모형으로 선택되었다. 이러한 실증분석 결과는 연관성

파라미터가시변하는타원분포확률코퓰러모형이파라미터가고정된확률코

퓰러모형이 포착하는 비대칭·비선형 꼬리 연관성을 설명할 수 있다는 Hafner

and Manner (2012)의 주장에 부합한다. 그러나 6개의 코퓰러모형 중에서 t코

퓰러모형이가장좋은모형으로선택되는결과는가우시언확률코퓰러모형이
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‘near asymptotic dependence’를 설명할 수 있음에도 불구하고 가우시언 확률

코퓰러모형이 포착할 수 없는 극단적인 꼬리 연관성이 남아 있을 수 있음을

의미한다.

본 연구는 2변량 확률코퓰러모형에 대한 베이지언 추론과 모형비교에 초

점을두고있다.베이지언접근법에서는개별모형의절대적인적합성검정이

쉽지않다.고전적인접근법에서도확률코퓰러모형진단방법은쉽지않다.기

존고전적접근법의연구에서는조건부코퓰러분포함수의일양성(uniformity)

를검정하는고전적검정통계량의임계값을구하기위해부트스트랩을이용

하는 방법들이 제시되었다. 이러한 진단 방법을 확률코퓰러모형으로 확장하

는것은지나치게계산상의부담이크기때문에현실적으로이용하기어렵다.

현재로서는일반적인상태공간모형진단방법들을확률코퓰러모형에준용할

수 있다. 고전적 접근법에서든 베이지언 접근법에서든 확률코퓰러모형 진단

방법에대한연구가필요하다.그리고본연구에서다룬 2변량확률코퓰러모형

을다변량확률코퓰러모형으로확장하는방법에대한연구도필요할것이다.
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